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EDITORIAL

En este volumen de la Revista Cientifica nos complace presentar una recopilacién de articulos
sobre caos y complejidad. Estas teorias evidencian que el reduccionismo tan usado en la ciencia es
incompleto, pues a través del estudio del individuo no es posible entender el comportamiento del
colectivo. Reglas simples pueden generar comportamientos elaborados que parecen surgir de la
nada, criaturas como abejas, hormigas, peces y aves, entre otras, obedecen como individuos a
reglas muy simples que hacen el comportamiento de la multitud muy sofisticado. La inteligencia del
enjambre por lo tanto, genera estrategias eficaces que ayudan a algunas criaturas a sobrevivircon un
minimo de organizacion.

La vida transcurre en una tension entre el orden y el caos. Si hay demasiado orden, no hay sitio
para la creatividad. Si hay demasiado caos nada durara el tiempo suficiente para crear algo util. Entre
ellos se encuentra el borde del caos, punto donde hay suficiente caos para la novedad, pero también
amplios espacios de orden para la estabilidad de los patrones. Mas alla del borde del caos, la teoria
de catastrofes, explica como un sistema complejo se bifurca; existen valores criticos para los cuales
el sistema toma el doble del tiempo para volver a un patrén estable, después de varios ciclos de
duplicacién del periodo se observa que el sistema llega a ser imprevisible, lo que lo obligara a
organizarse a un nuevo nivel de complejidad o a que se destruya, fenémeno que explica los ataques
cardiacos. Otros conceptos usados en complejidad son los fractales o patrones basicos auto-
similares que se repiten dentro de si mismos y repetidamente dentro de un sistema. El efecto
mariposa, donde cambios muy pequefios en las condiciones iniciales de un sistema complejo
pueden alterar drasticamente la salidafinal.

Estas teorias también revelan el balance que debe existir entre una serie de conductas que
regulan el comportamiento individual y social, tales como autonomia y conectividad, autonomia es la
necesidad de un individuo de mantenerse y determinar sus propias acciones; sin embargo no se
puede sobrevivir solo siendo autonomos, pues no se vive separado del ambiente circundante. En
consecuencia, conectividad con otros es tan importante como autonomia, pues es crucial para la
vida. También debe haber un equilibrio entre competicidén y cooperacion, individuos deben mejorar a
través de la competencia, porque si otros son mas eficaces, obtendran la mayoria de los recursos.
Cooperacion permite crear grupos que puedan competir mejor frente a un grupo externo. Del mismo
modo es muy importante el balance entre diversidad y uniformidad, hay un deseo natural del
individuo por ser unico y diferente, lo que eleva los niveles de diversidad, sin embargo se requiere un
minimo de uniformidad para integrar una comunidad. Estos pares constituyen la base de los sistemas
adaptativos complejos, los cuales mediante el aprendizaje se adaptan a un ambiente cambiante.
Esto implica competir con otros sistemas, donde cada uno intentara mejorar para ganar una parte
mas grande de los recursos disponibles. Lo que configura los principios fundamentales de la
evoluciény la seleccion natural.

Finalmente, extendemos una invitacion a la comunidad de cientificos a atreverse a mirar otros
paradigmas de la ciencia, mas alla del trajinado positivismo, que ha sido base epistemologica del
cientificismo moderno y que ha derivado en enfoques en extremo reduccionistas de una realidad
mucho mas compleja; realidad ésta que requiere de audaces abordajes cientificos, expansionistas,
alos fines de aproximarse a una mejor comprension de los nuevos fendbmenos sociales y naturales.

Dr. JOSE LUIS RODRIGUEZ PEREZ
Director
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El Decanato de Investigacion es una dependencia adscrita al Vicerrectorado Académico de la UNET,
cuyo objetivo es promover el desarrollo de la Funcion Investigacion en la UNET, la generacidn y aplicacion
de conocimiento, de acuerdo con los objetivos y politicas institucionales. Esta conformado por el Consejo
de Decanato (CODEIN), las Coordinaciones de Investigacion Industrial, Agropecuaria, Socio Econémica
Cultural, Ciencias Exactas y Naturales, la Unidad Administrativa y la Unidad de Proyectos Especiales.

El Decanato de Investigacion de la Universidad Nacional del Tachira (UNET), ha pasado por nueve
(9) gestiones y cada una de ellas ha venido desarrollando progresivamente la funcidn de investigacion.
Una de las actividades que se han llevado a cabo en primera instancia por esta gestion, fue rescatar su
historia. A tal efecto, se le encomendd esta tarea a la Prof. Maria Alruiz de Torres quien en febrero de
2000, presento el Folleto - "Decanato de Investigacion 25 afos" en donde se detalla de manera muy
sencilla quienes han dirigido esta importante dependencia, asi:

| Dr. Alfredo Rivas Vasquez (1975-1977) || Dr. Gerardo Pérez Nieto (1989-1992) |

| Dr. José Ramirez Martinez (1979-1980) || Ing. Martin Paz (1992-1998) |

| Ing. Luis Ramirez (1980-1983) || Ing. Rail Casanova Ostos (1998 -2007) |

| Ing. Ricardo Lépez ( 1983-1986) | Dr. José Luis Rodriguez (2007 - 2010) |
Ing. Ricardo Porras (1986-1989)
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La Revista Cientifica UNET, es un organo divulgativo de la Universidad Nacional Experimental del Tachira, cuyo
objetivo es el de difundir los productos de investigacion que se generan en el interior de nuestra institucion.
Fundamentalmente abarca las diferentes areas de las Ciencias Fisicas y Matematicas, Ciencias Biologicas, Sociales y
Ciencias de la Tierra y del Medio Ambiente. En ella se publican todos aquellos originales, producidos tanto por el
personal de la UNET, como por otras instituciones universitarias previa solicitud escrita por parte de los interesados, los
cuales son arbitrados y aprobados porel Comité Editorial.

La Revista Cientifica UNET, es una revista venezolana, tachirense, de actualizacion cientifica, creada por el Consejo
Universitario de la UNET N° 003.88 de 12 de febrero de 1988 y el primer numero aparecioé el 10 de noviembre de 1987,
con una breve ausencia durante el periodo 1996-1998. Actualmente la Revista es arbitrada con destacados
investigadores nacionales y regionales. A lo largo de los ultimos afios se ha venido consolidando en varios aspectos,
principalmente: 1. Soporte tecnolégico, incluyendo administrador de contenidos y administrador de base de datos de
usuarios inscritos a través de la lista de canje y donacién de la Biblioteca UNET. 2. Periodicidad a través de la
regularizacion de su publicacion semestral (junio y noviembre); tendiendo a una produccion trimestral y con mayor
numero de articulos por volumen y digitalizados para ser colocados en servidores Web.

La Revista Cientifica UNET, cuenta con un Comité de Arbitros anénimos, especializados en cada area para la revisién
de los articulos aqui publicados.

Para contactos dirigirse a:

Comité Editorial de Revista Cientifica UNET, Universidad Nacional Experimental del Tachira, Decanato de Investigacion, Avenida Universidad
Paramillo, San Cristobal, Estado Tachira. Republica Bolivariana de Venezuela.

Teléfono: 0276-3530422 Ext. (313 - 314-465/ Telefax 0276 - 3532454. 3532949).

Apartado Postal 02 IPOSTEL-UNET.

Correo Electronico: rcunet@unet.edu.ve

Se aceptan canjes con Instituciones Académicas y Gubernamentales nacionales e internacionales, las cuales publiquen o distribuyan con caracter
periédico, revistas, publicaciones o informes estadisticos.
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EXACTAS

CAOS COLECTIVO EN REDES DE PEQUENO MUNDO

(Collective chaos on small-world networks)

Gonzalez-Estévez, J.'*; Cosenza, M. G.

'Laboratorio de Fisica Aplicada y Computacional,
Universidad Nacional Experimental del Tachira, San Cristobal, Venezuela.
*Centro de Fisica Fundamental, Universidad de los Andes, Mérida, Venezuela.
Correo electronico:_ jgonzale@unet.edu.ve, mconsenza@ula.ve

RESUMEN

El caos colectivo estable consiste en la persistencia de patrones desordenados en sistemas dinamicos espaciotemporales que poseen
un espectro de Lyapunov negativo. En este trabajo se analiza el rol de la topologia de conectividad en el surgimiento de caos estable
en sistemas de mapas acoplados en redes de pequefio mundo, caracterizadas por una probabilidad de reconexion p. Como
dinamica local empleamos un mapa que presenta una orbita superestable de periodo tres. Se encuentra que el caos colectivo es
inhibido enciertos rangos de valores de laprobabilidad p; en su lugar, el sistema alcanza un estado sincronizado igual al periodo tres
del mapa local. Nuestros resultados evidencian el rol fundamental de la topologia de la red y de la presencia de conexiones de largo
alcance para el colapso del caos estable en sistemas espaciotemporales.

Palabras Clave: Caos espaciotemporal, sincronizacion, redes de pequeiio mundo, redes aleatorias.
ABSTRACT

Collective stable chaos consists of the persistence of disordered patterns in dynamical spatiotemporal systems possessing a
negative Lyapunov exponent. Inthis work we analize the rol ofthe topology ofconnectivity inthe emergence ofstable chaos in
systems of coupled maps defined on small-world networks. The networks are characterized by a rewiring probability p. As local
dynamics we employ a map that exhibits a superstable orbit of period three. We found that collective chaos is inhibited on some
ranges of values of the probability p; in these regions, instead, the system reaches a synchronized state equal to the period-three orbit
of the local map. Our results show the fundamental rol that the network topology and the presence of long range conections play on
the collapse of stable chaos in spatiotemporal systems.

Key Words: Spatiotemporal chaos, synchronization, small-world networks, random networks.
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INTRODUCCION

La investigacion de comportamientos
colectivos en redes de elementos dinamicos
acoplados tiene  implicaciones fundamentales para
la comprension de propiedades universales que
aparecen en los sistemas complejos. En este sentido, es
de especial interés el fenomeno de comportamiento
dindmico colectivo no trivial, el cual consiste en
la coexistencia de evoluciones temporales disimiles
de cantidades macroscopicas y de variables
microscopicas en un sistema (Manrubia, et al. 2004).
Este comportamiento se manifiesta de dos formas.
Porun lado, se ha descubierto el surgimiento de
orden en la evolucion temporal de la dinamica de
cantidades macroscépicas deunsistema de elementos
cadticos acoplados. Por ejemplo, el promedio espacial
de los estados de los elementos del sistema puede ser
periédico en el tiempo, mientras quela evolucion
de esos elementos es caoticay desincronizada. Este
fenémeno ha sido ampliamente estudiado
(Kaneko 1990a, Kaneko 1994, Chaté y Manneville
1992, Cosenza y Gonzalez, 1998). La contraparte de
este fendmeno también ha sido observada: Ia
persistencia de caos colectivo o desorden temporal a
nivel macroscopico en sistemas de elementos
acoplados cuya dinamica individual es periddica.
Este comportamientono trivial se ha denominado
caos colectivo (Politi ef al. 1993, Kapral et al. 1994,
Kapral et al. 1997) y es uno de los fendmenos
emergentes menos entendidos en sistemas complejos.

El comportamiento  colectivo irregular que
ocurre a partir de elementos dinamicos periddicos
acoplados puede clasificarse en dos tipos: (1) El
caos transiente: que consiste en un régimen
verdaderamente cadtico con un tiempo de vida finito,
y se caracteriza por la coexistencia de atractores
estables y de conjuntos cadticos no atractivos
(repulsores) en el espacio de fase de un sistema. En
este tipo de sistemas, una configuracidn inicial

genérica produce una trayectoria tipicamente
irregular hasta que ésta colapsa abruptamente en un
atractor no cadtico (Wackerbauer y Showalter, 2003).
(2) El caos estable: que constituye un
comportamiento irregular que no puede ser descrito
mediante la presencia de repulsores en el espacio de
fase del sistema, trayendo por consecuencia la
divergencia de trayectorias cercanas. Por otra parte,
en esta clase de sistemas, el tiempo invertido
durante el régimen transiente puede escalar
exponencialmente con el tamafio del sistema, y el

@ REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL.21(1):2009.1-7.

atractor final estable no puede ser alcanzado en
términos practicos (escala de tiempo enorme) para
sistemas suficientemente grandes (Crutchfield y
Kaneko 1988, Kaneko 1990b, Politi et al. 1993,
Cecconietal. 1998, Bagnoliy Cecconi, 2001).

En el caso de caos estable, el comportamiento
colectivo transitorio, que habitualmente
es considerado irrelevante, resulta estadisticamente
estacionario y caotico. El comportamiento del
sistema en el régimen transitorio no podria ser
distinguido de un comportamiento cadtico tipico.
Por este motivo, hablamos de la existencia de
supertransitorios en estos sistemas, puesto que el
comportamiento colectivo cadtico resulta, para un
sistema incluso moderadamente pequefio, el Gnico
comportamiento practicamente observable. Los
primeros reportes de este fenomeno datan de finales
de losafios 80 (Crutchfield y Kaneko, 1988, Kaneko
1990b). En estos trabajos se estudia un modelo de red
de mapas acoplados en el cual se muestra que, para
una red de tamafio moderado de 128 elementos 'y,
tomando en cuenta la velocidad y la precision del
computador, se obtiene que el tiempo caracteristico
del régimen supertransitorio puede ser del orden de
10" afios. Tomemos como referencia que la edad
estimada actual denuestro Universo, corresponde a
(13.7 £0.2) x 10’afios), segun los datos y analisis mas
recientes del satélite WMAP (Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe) (WMAP, 2008). Este resultado
tiene un profundo impacto en algunos fendémenos
fisicos que aun no han sido completamente
comprendidos, como es el caso de la turbulencia, o en
la observacion de comportamientos aperiddicos en
sistemas complejos, pues tales comportamientos
podrian corresponder, desde un punto de vista
estrictamente matematico, a un estado transitorio.
Desde el punto de vista practico, nunca
observaremos el comportamiento final regular y lo
verdaderamente estacionario sera de hecho el régimen
supertransitorio de caos colectivo (Bagnoli y Cecconi,

2001).

El proceso de colapso del caos espaciotemporal ha
sido estudiado también en sistemas continuos de
reaccion-difusion del tipo Gray-Scott (Wackerbauer

y Showalter, 2003; Wackerbauer y Kobayashi, 2007,

Wackerbauer, 2007; Yonker y Wackerbauer, 2006),
en donde se ha reportado la naturaleza transiente del
caos espaciotemporal emergente, y se ha encontrado
que las condiciones de contorno espaciales pueden
inducir el colapso de caos espaciotemporal en un
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sistema.

En el presente trabajo investigamos la influencia de
la topologia de conectividad en redes de elementos
dindmicos interactivos para el surgimiento y colapso
del caos colectivo estable.

Debido a su naturaleza espacial discreta, los
sistemas de redes de mapas acoplados resultan
especialmente adecuados para la investigacion de
fendmenos fisicos que ocurren en redes no uniformes
de elementos interactivos o en medios heterogéneos o
desordenados. Un tipo de red no uniforme que ha sido
recientemente el centro de atencion de muchas e
interesantes investigaciones, son las redes de pequefio
mundo (Watts y Strogatz, 1998), debido a su
ubicuidad en la Naturaleza. Una red de pequefio
mundo posee dos atributos esenciales que seran
definidos de manera formal posteriormente; siendo el

primero de estos la longitud caracteristica L,
caracterizado por el promedio de las longitudes
minimas L"""” entre todos los pares de nodos (i, /),y
cuyo valor es pequefio; el segundo atributo es el
coeficiente de agrupamiento C, que indica la
probabilidad de que dos nodos conectados
directamente a un tercero, esténconectados a su vez

entre siysu valor es grande en comparacion con L.
En estetrabajo emplearemos el algoritmo de (Watts

y Strogatz, 1998) para construir una red de pequefio
mundo e investigar el fenomeno de caos colectivo
estable en este tipo de sustrato.

En Ia seccidn método se indica el algoritmo para
crear redes de diversa conectividad y el criterio para
establecer, tanto redes de pequefio mundo, como
redes aleatorias. Sobre esta redes definiremos un
sistema de mapas acoplados que exhibe el fendmeno
de caos estable en ciertos rangos de parametros del
sistema. Utilizamos varias cantidades macroscopicas
para monitorear la presencia de caos colectivo
estable en funcion de los parametros. En la seccion
resultados se analiza el rol de las conexiones no
locales en la emergencia de caosestable. Finalmente,
en la seccién conclusiones se presenta un
interpretacion de losresultados de este trabajo.

METODO

Utilizaremos el algoritmo de construccién de
redes de pequefio mundo propuesto originalmente
por (Watts y Strogatz, 1998). Comenzamos de un
anillo con N nodos, donde cada nodo esta conectado a
sus K vecinos mas cercanos. Entonces cada conexion
es redirigida al azar con una probabilidad p hacia

cualquier otro lugar de la red, evitando las
autoconexiones y las conexiones duplicadas.
Posteriormente al proceso de recableado o
reconexidn, el nimero de elementos conectados a
cada nodo (los cuales denominaremos los vecinos de
ese nodo) puede variar, pero el nimero total de enlaces
en la red es constante e igual a N £/2. Se supone que
todos los enlaces son bidireccionales. Para p =0, la
red es completamente regular, mientras que para p=
1, la red resultante es completamente aleatoria. Con
este algoritmo, una red depequefio mundo se forma
para valores intermedios de la probabilidad p. La
condicion.
logN<<k<<N, (1)

se emplea en el algoritmo para garantizar que ningun
elemento quede aislado luego del proceso de
recableado, lo que da lugar a un grafo conexo.

Para encontrar las regiones de comportamientos
de tipo pequeiio mundo Yy aleatorio en esta red, se
deben calcular dos cantidades:

1.) el coeficiente de agrupamiento C ‘para cada nodo
i, ¢l cual esta dado por el cociente entre las conexiones
existentes E entre sus k' vecinosy el nimero total de
posibles conexiones entre estos, el cual es k' (kK'— 1)/2
(Davidsen et al. 2002). Entonces, el coeficiente de
agrupamiento C de la red se define como el promedio
de los coeficientes de agrupamiento de todos los

nodos,

: 2F'

= ! — - . 2
c=(c’ o) @

en otras palabras, el coeficiente de agrupa-miento
indica la fraccion media de los vecinos & del nodo i
que son vecinos entre si;
2.) la longitud caracteristica de la red, la cual se
define como el promedio de las distancias mas cortas
entre todos los pares denodosdelared. El promedio
de estas distancias alnodo / es

P 4 7, min(i,)) } (3)
donde L""Y representa /la’ distancia mas corta entre
elnodo i yelnodo j. Aqui la distancia se define
como el niimero de conexiones entre dos nodos. En
consecuencia, la longitud caracteristica de la red es

promediada para todoslosnodosi.
L=(L"). ©

REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL. 21(1):2009.1-7. @



Gonzalez-Estévez, J.; Cosenza, M.

La figura 1 muestra el coeficiente de agrupamiento
normalizado y la longitud caracteristica en funcion
de la probabilidad de recableado p para una red
construida con el algoritmo descrito anteriormente.
Laregion p € (0,0.001) corresponde a una red con
comportamiento regular. La red de pequefio mundo

surge en elrango p € (0.001, 0.2), debido a que el
coeficiente de agrupamiento C es alto en comparacion

con el de una red aleatoria y, adicionalmente, posee
una longitud caracteristica L pequefia con respecto a
una red regular. Finalmente, una red aleatoria emerge
desdep=0.2 hasta p=1.

El estado de cada nodo en la red puede ser descrito
por una variable continua, la cual evoluciona de
acuerdo auna regladeterminista dependiendo desu
propio estado y de los estados de sus vecinos en un
tiempo dado. Definimos un sistema de mapas
acoplados difusivamente sobre una red generada
mediante el algoritmo anteriormente expuesto, como

st =D+ 5 S [ED 6] ©)
Jev'
donde, x' es el estado del i-ésimo mapa para el tiempo
discreto ¢, coni=1,2,...,N; k' esel numero de
elementos conectados al elemento i; v'es el conjunto
de vecinos de i; f(x) es una funcién que describe la
dinamica local y € es el parametro de acoplamiento.
Un mapa con ingredientes minimos que presenta

comportamiento perioddico estable es (Politi et al.

1993).
) _ { bx, 0<x <1/b
f(x) = at+c(x—1/b), I/b<x<1"

(6)

donde x € [0, 1]y los parametros del mapa a,b son
elegidos tal que la dindmica local converja hacia
una Orbita  superestable de periodo tres,
correspondiente alospuntos x, =a —»x, =ab —x, =
ab’. En adelante, fijaremosa=0.1,h=2.5yc=0.Una
orbita superestable posee un exponente de Lyapunov,
A, con valor A »—o,

Notese que la estabilidad de la orbita del mapa local
definido en la expresion (6) implica la estabilidad del
sistema dada por la ecuacion (5), cuyo maximo
exponente de Lyapunov resulta ser negativo para
cualquier valor de e. Como consecuencia, la evolucién
a largo plazo del sistema acoplado estd confinada a
su atractor periodico.

El comportamiento colectivo del sistema puede ser
caracterizado por el campo medio del sistema,
definido por

@ REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL.21(1):2009.1-7.

N
Ho=—=> fx}). ™
N &

Similarmente, la sincoronizacién de los elementos
segun la ecuacion (5) puede ser caracterizada por el
promedio temporal asintotico () de las desviaciones
estandar instantaneas or de la distribucion de las
variables de los nodos x' definido como

N 2 GC) I T
i=1

Un estado sincronizado corresponde a (c)=0. En
minos practicos, fijaremos el criterio (c) <107’ para
sincronizacion. En nuestro caso, el sistema dado por la
ecuacion (5) puede sincronizarse en la drbita de
periodo tres del mapa local para ciertos valores de
parametros.

En todos los calculos que se presentan a
continuacién, hemos empleado redes con N =10"
elementos, y asignando condiciones iniciales
aleatorias x' € [0, 1] para cada elemento i cuya
dinamica local f(x") viene dada por la ecuacion (6).

RESULTADOS

La figura 2 muestra el diagrama de biurcacion del
campo medio, H,, y la desviacion estandar promedio

(o) como funcion del parametro de acoplamiento 6
para una red regular unidimensional, la cual

corresponde alos valores k=2yp=0.

Enlafigura 2 se observa que H,, que representa el
comportamiento colectivo del sistema, exhibe un
comportamiento cadtico en un amplio rango del
parametro €, a pesar que mapas que forman el sistema
tienen un comportamiento de periodo tres y que el
atractor global del sistema debe ser el estado
sincronizado igual a la orbita superestable de periodo
tres del mapa local. Se observa que (c) ¥ 0, lo que
indica que el sistema no llega a un estado
sincronizado en su evolucioén a largo plazo. El tiempo
de convergencia para alcanzar el estado asintdtico
sincronizado perioddico es exponencialmente grande.
La figura 2 evidencia el fenomeno de caos colectivo
estable en este sistema. Es importante sefialar que en
la escala presentada de esta figura, para valores muy
pequefios del acoplamiento (e € [0, 007]) el campo
medio H, aparentemente oscila colectivamente con
periodo dos, lo cual no es cierto, debido a que esto es
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producto de un efecto visual, ya que en realidad
para la rama inferior en el rango de € indicado se
superponen dos de los tres valores en los cuales

oscilaH..

Con el propdsito de estudiar la influencia de las
conexiones de largo alcance en el colapso del caos
estable, calculamos la cantidad (c) como funcion de la
probabilidad de recableado p, para diferentes valores
de parametros en la ecuacion (5), tal como se muestra
enla figura 3. Notese que existe un valor critico de
la probabilidad p por encima del cual el sistema

alcanza un estado sincronizado, para el cual (c)— 0.
Este estado sincronizado corresponde a la orbita
superestable de periodo tres del mapa local indicado
por la expresion (6). Luego, la presencia de un
numero suficiente de conexiones de largo alcance,
asociadas con un aumento de p en lared, contribuye al
colapso del caos colectivo estable en este sistema.

La figura 4 presenta una visualizacion de los
patrones espaciotemporales en este sistema,
correspondientes al estado de caoscolectivo estable
y al estado sincronizado de periodo tres.

0,25

0,2F

0,15}
<0> [
o.1f

0,05

oF————rerd——
0,0001 0,001

S oo o 1
- o p .

reconexion p, e=0.384, N=10'y k=10. La
cantidad (o) es el promedio de 10’ valores de o,

después de haber descartado 3 x 10" iteraciones
del régimen transitorio. Para cada valor de p
fueron hechas 10 realizaciones, mostrandose para
cada punto el promedio de las mismas y sus
barras de error asociadas. En cada paso de
barrido en el parametro p, se emplean

condiciones iniciales aleatorias x," [0, 1]. Las
regiones mostradas corresponden a redes: (1)
regulares; (2) pequefio mundo, (3) aleatorias.

FIgura 3. p
espaciotemporales asintoticos en el sistema (5) con
k=10.El eje vertical representa los estados x'de los
mapas (sin orden espacial) y el eje horizontal
corresponde al tiempo. El cédigo de colores se ha
calibrado con respecto a los valores de la orbita
superestable de periodo tres del mapa (6) y se ha
utilizado el entorno grafico PGPLOT. Panel
izquierdo: caos estable; p=0.1,e=0.1.

Panel derecho: estado sincronizado de periodo tres;
p=0, e=0.77.

DISCUSION DE RESULTADOS

La naturaleza transiente del caos colectivo

observado en el sistema dado por la ecuacidon (5)
implica que eventualmente el comportamiento de caos
estable observado paraciertos rangos de parametros
en las figuras anteriores converger hacia el atractor
pe-riddico estable de periodo tres del mapa local
indicado por la expresion (6). Sin embargo, el régimen
de caos colectivo estable es, efectivamente,
supertransitorio; es decir, que el tiempo de
convergencia hacia el estado sincronizado de periodo
tres aumenta exponencialmente con el tamafio del
sistema. En tal sentido, hemos verificado que, aun
para unsistema pequeflo de N =10 mapas, se requiere
del orden de 10" iteraciones para que el sistema
alcance asuestado sincronizado de periodo tres.
La naturaleza transiente del caos colectivo observado
en el sistema dado por la ecuacion (5) implica que
eventualmente el comportamiento de caos estable
observado para ciertos rangos de parametros en las
figuras anteriores converger hacia el atractor
periddico estable de periodo tres del mapa local
indicado por la expresion (6). Sin embargo, el
régimen de caos colectivo estable es, efectivamente,
supertransitorio. Luego, el caos colectivo es el estado
efectivamente observable en la practica en esos
rangos de parametros.

La existencia de un régimen supertransitorio
es interesante en la medida en que este
comportamiento, que habitualmente es considerado
irrelevante, es estadisticamente estacionario. El
régimen transitorio es estadisticamente estable y no
podemos distinguirlo de un comportamiento cadtico
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tipico. Por este motivo los estados supertransitorios
son, incluso para un sistema moderadamente pequefio,
el tinico comportamiento realmente observable. La
existencia de un régimen supertransitorio es
interesante en la medida en que este comportamiento,
que habitualmente es considerado irrelevante, es
estadisticamente estacionario.

CONCLUSIONES

Las figuras 3y 4 muestran que el sistema puede
alcanzar el estado sincronizado de periodo tres
cuando se cambia la topologia de la red. Nuestros
resultados evidencian el rol fundamental de la
topologia de conectividad de la red para el colapso del
caos estable en sistemas espaciotemporales. La
presencia de interacciones de largo alcance entre los
elementos del sistema, inducidas por la probabilidad

de recableado p, facilitan la transmision de
informacion y la posibilidad de sincronizacion en
redes de pequefio mundo y en redes aleatorias.

Nuestros resultados indican que la persistencia del
caos estable ensistemas espacio-temporales depende
de propiedades topologicas del sustrato espacial y, por
lo tanto, no son propiedades robustas. Los resultados
del presente trabajo sugieren que los comportamientos
colectivos no triviales observados en muchos
sistemas complejos pueden ser modulados o
controlados mediante cambios en sus propiedades
geométricas.
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RESUMEN

Se investiga un modelo de agentes economicos interactivos en una sociedad estratificada en la que se introduce la nocién de conectividad
local. Los agentes se ubican en una red donde las interacciones ocurren entre agentes conectados, solamente si estos pertenecen a un
mismo estrato economico. Un estrato se define a través de un parametro que mide la diferencia maxima deriqueza entre agentes requerida
para interaccionar. Las propiedades colectivas del sistema se caracterizan mediante el coeficiente de Gini, que describe el grado de
desigualdad en la distribucion de riqueza en el sistema, y mediante un novedoso parametro de orden, que denominamos laactividad,y el
cual mide el promedio de la riqueza total intercambiada en el tiempo.

Palabras Clave: Econofisica, redes complejas, coeficiente de Gini.

ABSTRACT

A model of interacting economic agents in a stratified society is investigated when the notion of local connectivity is introduced. The
agents are placed on a network where interactions between connected agents occur if they belong to the same economic stratum. A stratum
is defined through a parameter that measures the maximum difference in wealth that agents may have inorder to interact. The collective
properties of the system are characterized by the Gini coefficient, that measures the degree of inequality in the wealth distribution in the
system, as well as by a novel parameter, called the activity, that measures the average wealth exchanged intime.

Key Words: Econophysics, complex networks, Gini coefficient.
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INTRODUCCION

Desde su aparicion en tiempos recientes, la
econofisica (Mantegna y Stanley, 2000) ha utilizado
diversos métodos de Fisica Estadistica para  resolver
problemas de Economiay Finanzas. En la mayoria de
los modelos de intercambio econdmico  propuestos,
se ha considerado la  aleatoriedad de las
interacciones entre agentes como un ingrediente
esencial (Yakovenko 2008, Chakrabarti et al. 2006,
Chatterjee y Chakrabarti 2007).

En este marco conceptual, los agentes econdmicos se
comportan como un gas clasico, sin nocion de
localidad espacial.

Por otro lado, una caracteristica comun en muchos
procesos donde se intercambian recursos es la
presencia de rangos o bandas para la ocurrencia de
interaccion entre agentes de un sistema. En sistemas
econdmicos o sociales, estos rangos para la ocurrencia
de interaccion se identifican con el concepto de clases o
estratos. En este contexto, un modelo interesante de
intercambio de riquezas en una sociedad estratificada
fué propuesto recientemente por (Laguna et al. 2005).

Este modelo muestra que, para ciertos valores de
parametros, desaparece la clase media, es decir, la
poblacion de agentes que poseen riquezas intermedias.
Las interacciones solamente tienen lugar entre agentes
que pertenecen a una misma clase econdmica, pero
al igual que otros modelos econofisicos, éste
también supone que la interaccién ocurre
aleatoriamente entre cualquier par de agentes en el
sistema.

Desde el punto de vista topologico, este tipo de
interaccion de largo alcance corresponde a una red de
conectividad global, donde cada elemento esta
conectado con todos los elementos del sistema.

Apartir de la década de los 90's, el descubrimiento de
la ubicuidad de las redes de pequefio mundo por
(Watts y Strogatz, 1998), desaté mucho interés en el
estudio de la red de conectividad subyacente en
una variedad de sistemas complejos en distintos
contextos, incluyendo sistemas sociales y econdmicos.

En el presente trabajo, investigamos la influencia de
la topologia de conectividad en las propiedades
colectivas y estadisticas de un modelo de intercambio
economico estratificado en el cual introducimos la
nocion de conectividad topologica local. Mediante la
variacion de un parametro que mide el tamafo del
entorno local, se obtiene como caso limite el modelo de
(Laguna et al. 2005).

MODELO

Consideramos una poblacion de N  agentes
econdmicos interactivos, ubicados en los nodos de una
red unidimensional con condiciones de borde
periodicas, donde cada agente estd conectado con k
vecinos, como se muestraen figura 1.

Figura 1. Red unidimensional con condiciones de
borde periodicas y k& =4 vecinos por agente.

Cada agente i(i=1,...,N)esta caracterizado por
una riqueza w(f) en el tiempo ¢y un factor de aversion
al riesgo f. La riqueza w(f) puede cambiar como
consecuencia de las interacciones. Supondremos,
por simplicidad, que f, se mantiene fijo para cada
agente 7/ durante todo el proceso. Se escojen como
condiciones iniciales para ambas variables

distribuciones uniformes w,e [0, 1], 5, € [0, 1]. La
cantidad [1-4], mide el procentaje de riqueza que el
agente / estd dispuesto a arriesgar en sus

interacciones con los demas agentes. La dinamica de
interaccidbn en un instante ¢ se describe con el
siguiente algoritmo iterativo:

1) Escoja aleatoriamente un agente i.

2) Escoja aleatoriamente un agente j que pertenezcaa
la vecindad del agente i.

3) Verifique si se cumple la relacion

i (1) - w (D] < u @)

Repita 1y 2 hasta que se cumpla la condicion 3.
4) Calcule la cantidad de riqueza a intercambiar

dw, definida como
dw = min[(1 = B)w(); (1 = B)w,(H] (2)
5) Asigne con probabilidad p la cantidad dw al
agente con menor riqueza entre iy j, y con

probabilidad (1 — p) asigne esa cantidad al
agente con mayor riqueza de ambos; donde p
es
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5) Asigne con probabilidad p la cantidad dw al agente
con menor riqueza entre iy j, y con probabilidad
(1 = p) asigne esa cantidad al agente con mayor
riqueza de ambos; donde p es

(Wi (1) — w; (D))
w; (1) + w; (1)

El parametro # mide el ancho del estrato o clase
econdmica. Para que dos agentes puedan
interaccionar, su diferencia de riqueza no debe ser
mayor que u, esdecir, deben pertenecer al mismo
estrato. Aqui asumimos que los diferentes estratos
tienen el mismo ancho u. El parametro frepresenta
la intervencion de un ente externo (por ejemplo, el
estado) que regula todas las interacciones con el fin
de redistribuir lariqueza en el sistema, y se expresa
como la probabilidad de favorecer a los agentes de
menores recursos en las transacciones, definida en el
rango f € [0, 1/2]. El valor = 0 corresponde a igual
probabilidad para ambos agentes y /= 1/2 representa
la maxima probabilidad de favorecer al agente con
menor riqueza.

Para caracterizar el comportamiento colectivo del
sistema para varios valores de sus parametros,
utilizaremos diversas cantidades. En primer lugar,
empleamos el coeficiente de Gini, definido como,

zi]il le:l |w,~ - Wj| @
2N?u ’

donde u es la riqueza promedio del sistema. El
coeficiente de Gini expresa el grado de desigualdad
en la distribucion de riqueza en el sistema. Una
distribucién equitativa de riqueza, donde todos tienen
lamisma riqueza, corresponde a un valor de G=0. El
otro extremo, donde un solo agente posee toda la
riqueza del sistema, tiene un valor de G=1.

Para caracterizar la evolucidon colectiva del
sistema, calculamos la cantidad promedio de riqueza
intercambiada en el sistema en cada iteracion, la cual
denominamos “actividad” del sistema, y definimos
como

p=%—|—f>< ®)

G =

1 T
A= ﬁ;dwt, (%)

donde T es el tiempo de simulacion (suficientemente
largo) y T es el numero de iteraciones transientes que
se desprecian para asegurarse que el sistema se
encuentra en un estado asintotico. También

calculamos la distribucidn de probablidad de riqueza
en el sistema para varios valores de parametros; esto
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es, la probabilidad P(w) de encontrar un valor de
riqueza w entre los agentes del sistema.

RESULTADOS

Todos los resultados que se presentan corresponden
aun promedio de 10 realizaciones con condiciones

iniciales diferentes y a estados asintéticos con 7= 10",
La figura 2 muestra los valores del coeficiente de Gini
G en el estado asintdtico del sistema en el espacio de

parametros (u,f),conk=4.

Coeficiente de Gini

0.45
0.3
0.15

0.1

0.01

0.001
0.01 0.1 1 10 100

u

Figura 2. Coeficiente de Gini G en el espacio de
parametros (u, f), con k =4, en el estado
asintotico. La escala de grises a la derecha indica
el valor de G.

Para valores pequefios del ancho del estrato u, se
observa enlafigura 2 que G=0, independientemente
del valor de f . Este valor de G se debe a la
relativamente escasa interaccion que se presenta en el
sistema, ya que cuando u— 0, son muy pocos los
agentes que pueden interaccionar y, al hacerlo, su
diferencia de riqueza sobrepasa el umbral u
rapidamente, alcanzando el estado asintdticos con una
distribucidn de riqueza similar a la inicial.

En la region donde u<[0,1;3], elcoeficiente de
Gini G comienza a cambiar. Para 0,1 < u < 1,
independientemente de f, G aumenta, debido al
aumento delumbral. Cuando « alcanza el valor critico
de u=1, G alcanza un valor maximo de G=0,45. Cabe
destacar que estos valores maximos de G son
comparables a aquellos encontrados en datos reales
de varios paises. En esta region, ya que todos los
agentes pueden interaccionar en las primeras
iteraciones, solo unos pocos de ellos son capaces de
obtener una riqueza lo suficientemente grande, con lo
que quedan econdmicamente aislados de sus vecinos
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mas cercanos. Como consecuencia de esto, G aumenta
dando lugar a una distribucion de riqueza bastante
desigual en el estado asintotico del sistema. En estas
dos regiones se observa que f no juega un papel
importante en la dindmica del sistema.

Para # > 3 se observan dos regiones claramente
diferenciadas. Para f < 0,1, G conserva su valor
maximo. Cuando la probabilidad f/ de favorecer al
agente con menor riqueza es pequefia, los agentes
mas ricos del sistema pueden mantener suriquezay, de
esa manera, el sistema mantiene un valor de G grande.
Este comportamiento de G cambia al aumentar /. Una
mayor probabilidad de favorecer al agente mas pobre
permite que los recursos del sistema sean mejor
redistribuidos, lo que se manifiesta en un disminucioén
delvalorde G.

Para visualizar la evolucion de la riqueza en el
sistema, calculamos la actividad 4 en funcién de los
parametros ©# y / en el estado asintotico, lo cual se
muestra en la figura 3.

Actividad

0.06
0.1

0.04

0.02

0.01 0
0.001
0.01 0.1 1 10 100

Figura 3. Actividad del sistema A en el espacio
de parametros (u, f), con k =4. La escala de
grises a la derecha indica el valor de A.

La figura 3 muestra que 4 aumenta en forma
considerable cuando tanto f como u poseen valores
altos, lo que corresponde con valores de G pequefios.
Es decir, una distribuccion equitativa de riqueza esta
asociada auna alta actividad de intercambio de riqueza
enel sistema.

En laregion u<1, independientemente de f, tenemos
A=0. Esto nos dice que en el estado asintotico del
sistema no se realiza ningln intercambio de riqueza
entre los elementos. Aunque en este caso la
distribucion de riqueza es equitativa (figura 2), los
elementos s6lo pueden realizar estos intercambios en
las primeras iteraciones de la dindmica.

Para u>1yvaloresdef pequefios, laactividad del
sistema en el estado asintotico cesa, ya que valores de

u altos permiten a algunos elementos del sistema
adquirir y mantener riquezas bastante altas y, sin una
influencia considerable de f, no existe una
redistribucion equitativa de recursos en el sistema.
Para f > 0,1, el comportamiento en el sistema
cambia, permitiendo que, aun en el estado asintotico
ocurran interacciones. Al aumentar # y f, los recursos
del sistema son repartidos de manera equitativa, como
se observa en el comportamiento de G (Figura 2).

Otra manera de estudiar las propiedades del estado
colectivo asintodtico del sistema corresponde al calculo
de la distribucion probabilidad de riqueza para
diversos valores de parametros, como se muestra en la
figura 4.

0.1 E
P(w) 001k

0.001

le —04 Lo
0.01 0.1 1 10

Figura 4. Distribucion de riqueza en el estado
asintético para diferentes valores de parametros,
con k =4 fijo. u = 0,005, f= 0,1 (cuadrados); u =
10, f= 0,1 (circulos); « =100, =05
(tridngulos).

Al comparar losresultados obtenidos enla figura
4 conlosde la figura2, se observauna concordancia
en estos resultados. Para valores de u y f pequefios
(cuadrados), la distribucion de riqueza P(w) en el
sistema se mantiene casi uniforme como consecuencia
de la poca actividad en el sistema. Al aumentar estos
parametros, P(w) se muestra menos uniforme
(circulos). Se observa que unos pocos agentes
adquieren lamayor cantidad deriqueza en el sistema,
mientras que hay un niimero considerable de agentes
que quedan con riqueza casi nula. Para valores grandes
de los parametros (triangulos), P (w) adquiere una
forma mas uniforme, lo que también se muestra en la
figura 2.
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Para otros valores de parametros, se puede observar
que P(w) cambia abruptamente de forma, como se
muestraen la figura 5.

Lg
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E
01
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0.001
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Figura 5. Distribucion de riqueza del sistema,
con k =4 fijo, parau =103, f=0.5.

La figura 5 indica que los elementos con menos
riqueza del sistema (valores de w pequefios) tienen una
distribucidn casi uniforme. Sin embargo, los agentes
con mayor riqueza tiene aproximadamente la misma
riqueza lo que se muestra con una distribucion tipo
gaussiana, con una dispersion pequefia. Esto sucede
porque los agentes que se hacen mas ricos absorben la
riqueza de su entorno. Debido a que lasinteracciones
son locales, no hay intercambio entre estos agentes,
por lo que ellos mantienen practicamente la misma
riqueza en el tiempo. Esta distribucion de probabilidad
para los agentes con mayor riqueza cambia al aumentar
el numero de vecinos conectados o alcance de la
interaccion k, como se ve en la figura 6. Para los
valores de parametros de la figura 6 se obtiene un
valor del coeficiente de Ginide G =0,7.

Al aumentar k, pueden existir conexiones entre los
agentes mas ricos del sistema, por lo que éstos pueden
intercambiar riqueza. Esto conduce a que la
distribucién de riquezaen este rango de w se realice
de manera no equitativa, lo que se evidencia en la
formacion de una ley de potencia para valores grandes
dew.

En el limite de valores grandes del numero de
vecinos k, tenemos una red con acoplamiento global,
donde cada agente puede tener interaccion con todos
los demas agentes en el sistema, lo que corresponde al
modelo de (Laguna ez al. 2005). En ese limite, nuestros
resultados concuerdan con aquellos del modelo de
Lagunaetal.2005.
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Figura 6. Distribuciéon de riqueza del sistema.

k=16,u=0,3,f=0,1.

CONCLUSIONES

La introduccion de la topologia de conectividad en
modelos de intercambio econdémico tiene efectos
importantes, ya que permite la obtencién de
coeficientes de Gini comparables a los de sociedades

reales que sondelorden de G =0,6 (Chatterjeeeta

L.

2005). Hemos introducido el concepto de actividad
como un nuevo parametro de orden para caracterizar
la evolucién colectiva de un sistema de agentes

economicos.

Hemos encontrado que, tanto la actividad del
sistema como distribuciones equitativas de riqueza,
correspondientes a valores bajos de G, pueden

lograrse mediante un aumento de la probabilidad

J

de favorecer a los agentes con menor riqueza en el

sistema y mediante una ampliacién del estrato

(0)

clase econdmica para las interacciones posibles. En
sociedades reales, se puede lograr a través de mejores

politicas de redistribucion de los impuestos.

Nuestros resultados revelan que la aparicion de
una ley de potencia en las distribuciones de
probabilidad correspondientes a regiones de riquezas
altas esta relacionada con la capacidad que tienen los
elementos mas ricos del sistema de interaccionar entre

ellos.
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RESUMEN

Las redes inalambricas ad-hoc son sistemas de comunicaciones moviles que no requieren de una infraestructura fija para su
funcionamiento ni de una administracion centralizada, a diferencia de las redes inalambricas convencionales. Unared ad-hoc puede ser
vista como un sistema complejo con acoplamiento local y con movilidad; por esta razdn, tareas que son rutinarias en redes fijas tales
como enrutamiento, localizacion y sincronizacion no pueden ser enfrentadas con los algoritmos y las técnicas convencionales disefiados
para tales redes. En este articulo se presenta una revision de algunos trabajos representativos acerca de la aparicion de fendmenos de
auto- organizacion enredesad-hocy surelevancia para laoperacion de las mismas.

Palabras Clave: Redesad-hoc, sistemas complejos, auto-organizacion

ABSTRACT

Wireless ad-hoc networks are mobile communications systems that, unlike conven- tional wireless networks, do not require fixed
infrastructure or centralized manage- ment. An ad-hoc network can be seen as a complex system with local coupling and mobility; for
these reasons, tasks which are routinely performed in fixed networks such as routing, synchronization and location cannot be
performed with convention- al algorithms and techniques designed for those networks. Inthis paper we present a review of several
representative works about the emergency of self-organization phenomena in ad-hoc networks, and its relevance for the operation of
such networks.

Key Words: Ad-hocnetworks, complex systems, self-organization
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INTRODUCCION

Las redes ad-hoc son sistemas de
comunicaciones compuestos por nodos dotados de
movilidad, los cuales se comunican entre si a través
de enlaces de radio sin la necesidad de una
infraestructura fija o de una administracién
centralizada. Esta descripcion es muy diferente a la de
un sistema de comunicacion inalambrico
convencional (como por ejemplo los sistemas de
telefonia celular), en el que la comunicacién entre dos
nodos cualesquiera tiene lugar a través deun nodo
central fijo (la estacion base), la cual lleva a cabo
las tareas de administracion del sistema (ingreso y
salida de nodos a la red, control de la potencia
transmitida, sincronizacién, facturacién, etc). En
contraste, todos los nodos de una red ad-hoc estan
ubicados en un mismo nivel jerarquico, a pesar de
que dichos nodos pueden ser muy diferentes en
cuanto a poder computacional, memoria, potencia
disponible para la transmision, capacidad de las
baterias y ancho de banda de transmision. Entre los
dispositivos que pueden ser nodos de una red ad-
hoc se cuentan computadores portatiles, teléfonos
celulares, asistentes digitales personales (PDAs),
sensores, y otros productos con capacidad de
comunicacioén inalambrica, como se muestra en la
figura 1. Las redes ad-hoc presentan  desafios
especiales en cuanto a su administracion,
entendiéndose como administracion la capacidad de
adquirir y presentar la informacién relativa a la
topologia fisica y logica de la red a través del
tiempo. Debido a la diversidad en cuanto a los
posibles tipos de nodos, no todos ellos pueden
contribuir de igual forma a la consecucion de éste
objetivo. Las restricciones  impuestas por la
capacidad delas baterias y por la movilidad de
los nodos resultaran en frecuentes particiones de la
red; asimismo ocurririan casos en los que dos o tres
particiones se unirian para formar una red mas
grande; en ambos casos, el protocolo de
administracion debe ser capaz de adaptarse a estos
cambios. Por otra parte, la calidad de la sefial
inalambrica puede variar dramaticamente, de modo
tal que los enlaces entre los nodos se veran
interrumpidos de forma aleatoria. Por estas razones,
la topologia logica de la red (vista comoun grafo
que representa la conectividad entre sus nodos)
puede variar aun cuando la topologia fisica se
mantenga invariante. Adicionalmente, las redes ad-

hoc son frecuentemente desplegadas en ambientes
hostiles y por ello estdn sujetas a intercepcion,
destruccion de los nodos, y posible penetracion (e.g.
un nodo es capturado y posteriormente usado por un
enemigo), por lo que en su despliegue es necesario
tomar en cuenta aspectos de seguridad (Shenet. al,
2003). Las aplicaciones de las redes ad-hoc son
muchas y muy diversas: redes de control y
adquisicion de datos, redes en campus, redes de area
personal, redes en situaciones de desastre o
emergencia, escenarios de combate, sistemas de
vigilancia y seguridad, sistemas de transporte
inteligente, y juegos, entre otras.

[

VN

Figura 1. Una red ad-hoc.

Bajo esta perspectiva, una red ad-hoc puede
considerarse como un sistema complejo compuesto
por un cierto numero de agentes moéviles acoplados
entre si a través de enlaces de radio; por lo tanto,
muchas de las propiedades colectivas no-triviales
asociadas con este tipo de sistemas (tales como,
sincronizacion y transiciones de fase, entre otras)
estan presentes o pueden ser inducidas en una red ad-
hoc.

Por otra parte, una red ad-hoc puede ser disefiada
para que tenga las propiedades de otros tipos de redes
complejas tales como las redes de pequefio mundo, las
redes sociales, o ciertos tipos de redes bioldgicas.

En este trabajo presentamos una revision
de la bibliografia relacionada con los fendmenos de
auto-organizacion en redes ad-hoc. Dicha revision
noesen manera alguna exhaustiva: nos limitamos
a examinar aquellas publicaciones que ponen de
relieve la relacion entre las redes ad-hoc y los
fendmenos que se dan en otros tipos de redes
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complejas. El objetivo es proporcionar al lector una
vision de las redes ad-hoc en la que estas son
entendidas como un sistema complejo sujeto a
muchos de los mecanismos y estructuras asociados
a las redes estudiadas en el ambito de la fisica o la
biologia.

Rede Ad-Hoc como sistemas complejos

Dentro del contexto de este trabajo, un sistema
auto-organizado consiste de un gran nimero de sub-
unidades, las cuales pueden ser descritas en términos
de reglas relativamente sencillas; la interaccion entre
dichas unidades conduce a la aparicion de
funcionalidades sofisticadas que no pueden ser
explicadas en términos de las propiedades
individuales. En el caso de las redes inalambricas la
auto-organizacion es inducida por protocolos que
controlan el comportamiento global del sistema a
través del conocimiento del flujo de la informacién
entre sus partes.

Los algoritmos existentes en las redes
convencionales funcionan en base a esta premisa; sin
embargo, la mayoria de estos algoritmos dependen
del conocimiento de la informacion global (por
ejemplo, tablas de enrutamiento que describen todas
las posibles rutas entre todos los nodos); en contraste,
los algoritmos disefiados para aprovechar la
auto-organizacion en redes ad-hoc se basan en
paradigmas que apuntan a reducir la necesidad de la
informacion global, obteniendo los efectos deseados
en base a la informacion local o en base a métodos
probabilisticos (Gerhenson y Heilighen, 2003)

La figura 2, ilustra estas ideas: a medida que se
evoluciona desde un control centralizado hacia un
sistema puramente auto-organizado, el grado de
determinismo de los algoritmos disminuye, a la par
que se incrementa la escalabilidad de lared.

Determinismo Escalabilidad
M
|
Control Sistemas Sistemas
Centralizado Distribuidos Auto-organizados

Figura2. Escalabilidad vs. determinismo.
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En este contexto, la escalabilidad se refiere a la
capacidad de mantener el desempefio de la red a
medida que se incorporan nuevos nodos (Dressler,
2006).

Entre las propiedades emergentes deseables en
una red ad-hoc podemos mencionar las siguientes:

Escalabilidad: El desempefio de la red debe
mantenerse a medida que se agregan nuevos nodos a
la red. El intercambio constante de informacion
asociado a los cambios de la topologia de la red
conlleva un importante uso del ancho de banda
disponible;  adicionalmente,  factores tales
como ruido e interferencia, acceso multiple y
desvanecimiento limitan atn mds dicho ancho de
banda. Esto es especialmente criitico conforme el
numero de nodos aumenta: asumiendo una red con N
nodos dotados de antenas omnidireccionales, el

ancho de banda disponible pornodo es 1YN (Cordeiro
y Agrawal, 2006); las estrategias de auto-organizacion
deben hacer un uso parsimonioso de este recurso.
Adicionalmente, el intercambio de los mensajes de
autenticacion necesarios para garantizar la seguridad
conforme nuevos nodos son incorporados también
conlleva consumo de ancho de banda.

Conservacion de energia: Los nodos deben tener la
capacidad de apagarse o de reducir su consumo de
energia cuando la situacion lo permita; en
consecuencia, un objetivo de las estrategias de auto-
organizacion es prolongar el funcionamiento delared
mediante una administracion adecuada de la energia
de las baterias.

Sincronizacién: En muchas situaciones es necesario
que los nodos de la red dispongan de una misma
referencia de tiempo. Este esun problema resuelto en
las redes cableadas convencionales, sin embargo es un
reto vigente en las redes ad-hoc.

Adaptabilidad: El  desempefio de la red debe
mantenerse cuando los nodos o los enlaces entre los
mismos dejen de operar por alguna razdn
(agotamiento de las baterias, destruccién del nodo,
ocultamiento, etc.)

Auto-reparacién: El sistema debe ser capaz de
detectar, localizar y reparar fallas de manera
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automatica; estas fallas puede deberse a
desaparicion de nodos, pérdida momentanea de los
enlaces, sobrecargas, etc.

Auto-optimizacion: El sistema debe tener la capacidad
de escoger los parametros 6ptimos de funcionamiento
delared enrespuesta alos cambios en las condiciones
ambientales (por ejemplo, el cambio en el numero de
nodos).

Pueden distinguirse cuatro categorias de
mecanismos de auto-organizacion en las redes ad-
hoc; todas ellas tratan de evitar el uso de la
informacion global en favor de la informacion local o
de los métodos probabilisticos (Dressler, 2006):

Mecanismos basados en la localizacién: Se emplea la

posicion geografica de los nodos o su afiliacion a un

grupo (cluster) para desempefiar tareas de
enrutamiento o sincronizacion.

- Informacion de la vecindad: Un cluster puede ser
reducido a aquellos vecinos que estan aun enlace de
distancia de un nodo central. En ese caso, solo se
dispone de la informacion de la vecindad para
realizar decisiones.

- Algoritmos probabilisticos: En muchos casos los
métodos puramente probabilisticos ofrecen los
mejores resultados, sobre todo en redes con alta
movilidad.

- Algoritmos inspirados en la biologia: Este tipo de
algoritmos combi na los métodos dependientes de la
informacion de la vecindad con los métodos
probabilisticos. Los objetivos son usualmente
logrados a  través del uso de lazos de
realimentacion.

En la siguiente seccion examinaremos algunos
ejemplos representativos de mecanismos y estructuras
que representan la aparicion de propiedades
emergentes en redes ad-hoc. Estos ejemplos
materializan los tipos de algoritmos anteriormente
descritos, o combinaciones de ellos, y han sido
escogidos entre algunos fenomenos que han recibido
la atencion de la comunidad cientifica por afios.

EJEMPLOS

Formacion de Clusters

El problema del enrutamiento en redes ad-hoc
consiste en seleccionar una secuencia de nodos o rufa
entre unnodo de origen y un nodo de destino, através
de una red cuya topologia estd cambiando en el
tiempo. Esta particularidad hace que el disefio de
protocolos de enrutamiento en redes ad-hoc sea
particularmente dificil. Existen dos tipos de
estrategias basicas que pueden seguirse: proactivas y
reactivas. Las estrategias proactivas mantienen tablas
de enrutamiento que contienen las rutas a cada uno de
los nodos de la red; cada cierto tiempo esta
informacién requiere ser actualizada, generando
trafico que consume ancho de banda; adicionalmente,
el computo de las tablas consume capacidad de
procesamiento. Las estrategias reactivas, en contraste,
determinan las rutas a medida que son necesitadas, sin
embargo el tiempo requerido por el proceso de
busqueda puede ser inaceptable para la operacion de
la red. Una solucion es el enrutamiento jerarquico, en
el que los nodos geograficamente cercanos son
agrupados en clusters para posteriormente emplear un
esquema de enrutamiento hibrido: proactivo en el
interior del cluster y reactivo entre diferentes
clusters.

Las estrategias de organizacion de clusters que
emplean un didmetro fijo del cluster oun numero
fijo de nodos no son adecuadas para redes ad-hoc, ya
que generan un gran nimero de cabezas de clusterl,
en tanto que aquellas estrategias basadas en el grado
deunnodo resultan enun elevado numero de cambios
de cabezas de cluster cuando cambia la topologia de la
red; por suparte, las estrategias basadas en criterios de
movilidad pueden resultar en nodos aislados. Mitton
et al. 2004, proponen una métrica para la
organizacion de los clusters basada enladensidad de
los nodos, asi como, una metodologia heuristica para
la seleccion de las cabezas de cluster. La metodologia
propuesta asegura una distribucién apropiada de
la carga y favorece la reeleccion de los clusterheads,
reduciendo el trafico asociado a la aparicion de nuevas
cabezas de cluster. La definicion de la densidad
empleada por los autores toma en cuenta el grado de
conectividad de los nodos en funcion del grado del
nodoy del nimero de aristas entre sus vecinos.

La figura 3, muestra una comparacion entre los
resultados producidos por el algoritmo max-min [1]y
el algoritmo propuesto. Las redes simuladas en el
estudio cubrenun areade 1 km2, y el rango de los
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enlaces entre nodos. El algoritmo max-min resulta
en la presencia de mas de una cabeza por cluster, en
tanto que la estrategia de Mitton et al. 2004, resulta
en una distribucion homogénea de clusters y cluster-
headls : los clusters agrupan a nodos con alta
conectividad para favorecer el trafico dentro de los
clusters, mientras que los clusterheads tienden a
aparecer en el centro de cada cluster.
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1000 nodos con distribucion
uniforme, Algoritmo max-min

1000 nodos con distribucién

uniforme, Algoritmo propuesto
Figura 3. Comparacion entre algoritmos de

formacion de clusters (segiin Mitton ez al. 2004)

Un trabajo reciente que considera mecanismos
de formacion de clusters es el de Meng et al. 2009, en
el cual se estudia larelacion entre la resistencia de una
red a la pérdida de nodos y la formacion de clusters.
Otro interesante trabajo de reciente data es el de Leng
et al. 2009, en el que se propone una estrategia de
formacion de clusters que selecciona las cabezas de
cluster en base a su mobilidad y a su conectividad;
esta estrategia incrementa el tiempo de vida de las
cabezas de cluster en un 50 % y mantiene el costo de
enrutamiento por debajo del necesitado por otros
algoritmos semejantes.

Enrutamiento
rumores

Muchos protocolos de enrutamiento en redes ad-
hoc estan basados en alguna variante del mecanismo
de inundacion, en el que todos los nodos anuncian las
rutas a las que tienen acceso; esto hace que muchos
mensajes sean propagados innecesariamente,
consumiendo valioso ancho de banda. Zygmunt et al.
2006, proponen una estrategia de enrutamiento
basada en el mecanismo de propagacion del rumor
enuna red compleja, lacual reduce hastaenun 35 %
el nimero de mensajes necesarios en comparacion con
el mecanismo de inundacion.

La propagacion de un rumor en una red es
comparable al problema de la percolacion en un medio

REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL.21(1):2009.14-26.

basado en propagacion de

poroso, donde cada poro es ocupado con una cierta
probabilidad p. El fendomeno resultante exhibe
comportamiento bimodal: existe una cierta
probabilidad critica p, por encima de la cual el fluido
forma un cluster percolante que ocupa la mayor parte
del material; para p<p, el fluido tendera a formar
muchos clusters pequefos y aislados. En el caso de
una red (regular o aleatoria) también se observa este
tipo de criticalidad: seasume quecada nodo repite el
rumor conuna probabilidad p. Sea &’ (p) la fracciéon
de ejecuciones del algoritmo en las que el rumor no se
extingue, y sea #"(p) la fracci’on de nodos que reciben
el mensaje cuando el rumor no se extingue. El rumor
se extinguird rapidamente en una fraccion 1-6°(p),
y en la fraccion &°(p) de ejecuciones en la que el rumor
no se extingue, el rumor alcanzara una fraccion 0" (p)
de los nodos que, en muchos casos de interés, sera
cercanaa l.

En el protocolo basico de enrutamiento por
propagacion de rumor empleado por Zygmunt et al.
2006, un nodo fuente emite unpedido deruta con
probabilidad 1; cuando otro nodo recibe este pedido,
éste es repetido con probabilidad p a los nodos

vecinos, y descartado con probabilidad 1- p. Sin
embargo, si la fuente tiene pocos vecinos, existe la
posibilidad de que el rumor se extinga. Para evitar
esto se emplea el protocolo denominado GOSSIP1(p,
k): cuando un nodo recibe un pedido de ruta, el
mensaje es repetido con probabilidad 1 durante los
primeros k saltos, para después continuar
repitiéndose con probabilidad p.

La figura4 muestra &’(p) vs. p para GOSSIP1(p,
4) enunared aleatoria con 10°nodos ubicada en una
reticula de tamafio 1000 x 1000. Se observa una clara
transicion de fase: cuando p<0,59 el rumor se extingue
en casi todas las ejecuciones. Conforme p es
incrementado &°(p) crece rapidamente, pasando de 0
enp=0,59 acasi 1 enp=0,65. Este tipo de transiciones
de fase en redes inalambricas ha sido previamente
reportado por Krishnamachari et al. 2003 y Sasson et
al. 2003 Es interesante notar que el problema de la
propagacion de un rumor en una red ad-hoc puede
equipararse al problema de percolacion en una red
aleatoria con nodos moviles. Una interesante variante
del mecanismo de enrutamiento por rumo es propuesta
por Beraldi 2008, en la que la probabilidad con la que
se repiten los pedidos de ruta es variable pero
suficiente para que el proceso de busqueda sea
sostenible. En comparacién con el mecanismo de
enrutamiento por inundacion, esta estrategia resulta en

'Las cabezas de cluster o (clusterheads ) son nodos responsables por la
administracion de la comunicacion entre los nodos pertenecientes a un
cluster, asi como del enrutamiento entre no dos asociados a diferentes
clusters.es de 0.1 km. Los puntos azules representan las cabezas de cluster,
entanto que losdemas coloresidentificanalosdistintos clusters.
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una disminucion de un 80 % en el costo de
enrutamiento.

Sincronizacion

Muchas veces existe lanecesidad de que los nodos
actuén de forma coordinada; por ejemplo, cuando se
requiere fusion de datos, actuacidon coordinada o
eficiencia en el consumo de energia. Los protocolos
convencionales de sincronizacion tales como NTP o
Reference Broadcast — Synchronization tienen un
desempefio pobre en una red ad-hoc, o son de
implementacén prohibitiva. Tyrrell et al. 2006 han
explorado estrategias de sincronizacion en redes ad-
hoc inspiradas en sistemas bioldgicos; en particular,
su estrategia esta inspirada en el trabajo de
(Mirollo y Strogatz, 1991) en el que se reportala
sincronizacion espontanea en enjambres de Pteroptyx
cribellata, una luciérnaga nativa del sudeste asiatico.
El enjambre puede ser modelado como una red de
osciladores acoplados por pulsos; la interaccion entre
cada oscilador ocurre a través de un pulso luminoso
que es percibido por los osciladores vecinos.

GOSSIPL(p.4)

1 T T T T T 71 T T
09 & ;l 3
08 £
0.7 ¢
06 E 3
05 E
04 E ’
03 E E
0.2
01 F |

0 1 1 1 1 1
0 010203040506070809 1

gossip probability p

a3(p)

Ui

Figura 4. Fraccion de nodos a los que llega
el rumor en funciéon de p. (segiin Zygmunt et al.
20006)

La figura 5 muestra dos osciladores de pulsos
acoplados: en la figura la funcion de fase de un
oscilador aislado crece linealmente hasta alcanzar un
ciertoumbral en =800 ms; apartir de este instante la
fase disminuye linealmente por un periodo de 200 ms
hasta que ¢sta alcanza su de nuevo su valor inicial; en
ese momento el oscilador se dispara, emitiendo un
pulso de luz. Sin embargo, si el oscilador percibe el
disparo de un oscilador vecino (por ejemplo en ¢ =
1500 ms) la fase del oscilador regresa prematuramente
asu valor inicial, reiniciandose el ciclo de oscilacion.

800 ms 200 ms 500 m%

1000 ms * 1500 ms *

Figura 5. Efecto del acople en un oscilador de
pulsos.

(Mirollo y Strogatz, 1990) demuestran que una
red de estos osciladores converge hacia un estado de
sincronizacion cuando cuando existe acople global.
Este esquema de sincronizacion puede aplicarse a una
red inalambrica haciendo que cada nodo emita una
rafaga de pulsos de duracion T, cuando el
correspondiente oscilador se dispare. Aplicando estas
ideas, Tyrrell et al. 2006, obtienen sincronizacion en
una red ad-hoc con 30 nodos tomando en cuenta los
retardos asociados a la propagacion y procesamiento
de una sefial de radio. Una desventaja de esta
estrategia es que requiere acople global entre los
nodos, lo cual no es posible si la red supera cierto
tamafio. Otras estrategias de sincronizacion en redes
ad-hoc han sido consideradas por Yang ef al. 2008 y
Sheuetal. 2008.

Redes Sociales y Redes Ad-Hoc

Un elemento importante en el disefio de buenas
simulaciones de redes ad-hoc es la seleccion del patron
de movilidad de los nodos: los modelos comunmente
empleados se basan en procesos de paseo aleatorio
(ran- dom walk ), una suposicion muy simple y
poco realista. Debe considerarse, sin embargo, que
una red ad-hoc es una red social ya que los nodos son
portados por seres humanos, y que los patrones de
movimiento de las personas estan influenciados por
las relaciones sociales. Esto puede ser modelado
matematicamente con un alto grado de precision
(Musolesi et al. 2005).

Los modelos de movilidad mas ampliamente
usados involucran movimiento aleatorio de los nodos.
El modelo mas simple, el Random Walk Mobility
Model, es equivalente al movimiento browniano de
los nodos. Una version ligeramente mejorada de este
modelo es el Random Way-Point Mobility Model, en el
cual se introducen pausas en el movimiento asociadas
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a cambios en la direccidon y velocidad de los nodos
(Bai y Helmy, 2004). Estos modelos son inexactos
ya que no hay manera de evaluar hasta qué punto
representan la realidad: especificamente, estos
modelos generan trazas con una duracion del
contacto entre nodos y con un tiempo entre
contactos que distan mucho de las extraidas de
escenarios reales. Es facil apreciar que la conducta
representada por estos modelos no es humana: para
modelar tal conducta, es necesario tomar en cuenta la
estructura de las interacciones entre las personas
que portan los dispositivos, la cual puede
representarse formalmente en términos de redes
sociales.

Las redes sociales son fundamentalmente
diferentes a otros tipos de redes complejas. Atn
cuando las redes sociales presentan estructura de
pequefio mundo, el tamafio y cantidad de los clusters
es mayor que en otras redes; esto es debido al hecho
de que los seres humanos tienden a organizarse en
comunidades.

Musolesi y Mascolo, (Musolesi y Mascolo
desarrollaron un modelo de movilidad basado en
redes sociales. En este modelo el grado de interaccion
entre dos personas es representado por un nimero en
el rango [0,1] (figura 6); en consecuencia, una red
social de n personas es representada por una matriz de
interaccion M de tamafio nx n. La informacion
necesaria para generar la matriz M puede obtenerse de
un estudio socioldgico o de modelos matematicos
capaces de reproducir las caracteristicas de las redes
sociales reales. Una matriz de conectividad C es
generada a partir de la matriz de interaccion M: si el

valor de un elemento m,,€ M de la matriz C, de lo
contrario se escribe un 0. A su vez, la matriz de
conectividad es empleada para detectar comunidades
empleando el algoritmo desarrollado por Newman y
Girvan, 2004. Las comunidades asi detectadas son
asociadas aleatoriamente a ubicaciones en una
reticula, en las que se ubican los grupos de nodos que
corresponden acada comunidad. De esta manera el
modelo queda establecido, y los nodos se desplazan
entre las comunidades a partir de reglas de atraccion
social descritas acontinuacion.

Un cierto numero de nodos esta ubicado en cada
ubicacion S, de la reticula en el tiempo 7. Se establece
la atractividad social de cada ubicacidn como una
medida de su importancia en términos de la relacion
social conun determinado nodo. La importancia social
es calculada evaluando la intensidad de las relaciones
con los nodos que se mueven hacia la ubicacion S, .
Mas formalmente, la atractividad social 4,, de la
ubicacion S, hacia el nodo /sera
donde w es la cardinalidad de C,,, esto es, el nimero
de nodos asociado a la ubicacion §,,. En otras
palabras, la atractividad social de una ubicacion es
definida como la suma de los indicadores de
interaccion que representan las relaciones entre 7 y
los nodos que pertenecen a esa ubicacion particular,
normalizada por el nimero total de nodos asociados a
dicha ubicacion. El modelo permite que un nodo se
mueva de acuerdo a dos mecanismos alternos, uno
deterministico en la seleccion de la ubicacion que
ejerzalamayor atractividad, y otro probabilistico

Figura 6. Un ejemplo de una red social (segin Musolesi y Mascolo, 2004)
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basado en la probabilidad de que se seleccione
una ubicacion en forma proporcional a su
atractividad. El modelo fue validado empleando
informacion proveniente del estudio realizado por
Chaintreau et al. 2005; el modelo propuesto genera
datos que son consistentes con los datos reales tanto
en la duracion de los contactos entre nodos como en
el tiempo entre contactos.

Una interesante aplicacion de las redes sociales en
el ambito de las redes ad-hoc es la planteada por Wang
et al. 2009, en la que la estructura de una red social es
utilizada como base para una métrica para detectar
comportamientos anomalos en nodos moviles,
previniendo de esta forma intrusiones en la red. La
estructura social también ha sido usada en el
enrutamiento para la diseminacion de mensajes por
publicacion/suscripcion en redes ad hoc (Dhillon ez al.
2007)

Auto-organizacion usando mecanismos inspirados
porla biologia

Muchos sistemas bioldgicos son los sistemas
complejos por excelencia: ellos estan constituidos por
un gran numero de unidades autdnomas que generan
comportamientos de adaptacion eficientes a través de
la auto-organizacion;mas aun, los sistemas bioldgicos
son robustos ante las perturbaciones internas o la
pérdida de unidades, poseen la capacidad de sanar, y
son capaces de sobrevivir y evolucionar en una gran
variedad de ambientes. Estas propiedades han servido
como fuente de inspiracion para el disefio de
mecanismos de auto-organizacién en sistemas
complejos tecnoldgicos como las redes ad-hoc. La
meta es tomar ventaja delas similaridades entre la
estructura de los organismos vivientes y la de
las redes ad-hoc, diseflando sistemas con la
capacidad de configurarse, administrarse, y repararse
automaticamente (Dresller, 2005a)

Un interesante ejemplo de la adaptacion de
mecanismos bioldgicos en el ambito de las redes ad-
hoc es Ant-Hoc Net(Di caro et al. 2005), una estrategia
de enrutamiento basada en el comportamiento de las
colonias de hormigas en la busqueda de alimento.
Este es un caso de un proceso de aprendizaje
estigmergico’ que ocurre a través de la feromona
segregada por estos insectos.

Las hormigas que recorren las rutas existentes
entre el hormiguero y una fuente de alimento
marcan estas rutas con feromona, dirigiéndose de
preferencia hacia caminos con alta concentracion de
esta substancia. Las rutas mas cortas son recorridas
mas rapidamente y con mayor frecuencia, por lo que

son marcadas con mayor intensidad. Tales rutas
atraen mas hormigas, lo que a la vez aumenta el
nivel de feromona. La feromona es volatil, por lo que
desaparece de aquellas rutas que no son usadas con
frecuencia. El efecto neto es el de un proceso de
reforzamiento de aprendizaje distribuido que permite
que la mayoria de las hormigas emplee la ruta mas
corta.

En Ant-Hoc Net la informacion acerca de las rutas
es obtenida a partir de un proceso estigmérgico usando
agentes generados por los nodos, los cuales tienen
como tarea evaluar una ruta hacia un destino. Un
agente que viaja desde una fuente hasta un destino
colecta informacion acerca de la calidad de la ruta
(por ejemplo, el retardo asociado a la misma); al
regresar hacia la fuente, actualiza la informacién de
enrutamiento en los nodos intermedios; esta
informacién es mantenida en la forma de tablas en
cadanodo.

La tabla de enrutamiento 7 'en el nodo i es una
matriz, donde cada elemento 7' € R de la tabla
representa un estimado de la calidad de laruta desde i
através del vecinon hasta el destino d. Los elementos
de la tabla juegan el papel de variables estigmérgicas
en el proceso de aprendizaje: un agente que evaliia una
ruta hacia un destino lleva a cabo un proceso de
decision estocastica de enrutamiento en cada nodo,
asignando una mayor probabilidad a las rutas con una
mayor calidad, mientras que un agente que regresa a la
fuente actualiza las tablas, influenciando en
consecuencia las decisiones de otros agentes. Espor
esta razon que a las tablas se les denomina “tablas de
feromona”, y los estimadores de la bondad de la ruta
“valores de feromona”.

Los paquetes de datos son enrutados
estocasticamente: el algoritmo escoge con mayor
probabilidad aquellos enlaces asociados a altos
valores de feromona. El resultado es un balanceo
automatico de la carga en la red. Ant-Hoc Net es un
algoritmo hibrido: es reactivo en el sentido de que los
nodos sélo adquieren informacidén acerca de aquellos
otros nodos con los que se estan comunicando, pero a
la vez es proactivo ya que los nodos tratan de mantener
y mejorar la informacidn de enrutamiento.

A, = 2™ (1)
g W

* Estigmergia es una forma de control distribuido basada en la
comunicacion indirecta entre agentes que modifican su entorno; este
comportamiento resulta en una coordinacion global de las acciones de los
agentes.
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Comportamiento de pequefio mundoen redes
ad-hoc

Seauna red descrita por un grafo G. Se define la
longitud caracteristica L de red como el nimero
promedio de saltos entre dos nodos cualesquiera.
Asimismo, se define el coeficiente de agrupamiento o
clustering C, como la relacién entre el numero de
aristas que existente entre elnodony susvecinos, y el
numero total de aristas posibles entre los vecinos de
n.

El fenémeno de pequefio mundo consiste en una
reduccion drastica en la longitud caracteristica
acompafiado de valores altos del coeficiente de
agrupamiento; esta reduccion ocurre cuando algunos
nodos son aleatoriamente recableados con conexiones
de largo alcance. La estructura de pequefio mundo
fue inicialmente estudiada en redes relacionales
(Milgram, 1967; Wang y Man, 2009); en contraste, el
fendmeno no se observa en redes espaciales, en las que
hay restricciones de distancia entre nodos: en tales
redes los valores de la longitud caracteristica y del
coeficiente de agru pamiento son similares.

Las redes de comunicaciones inalambricas
pertenecen a la categoria de los grafos espaciales, en
los que las aristas entre los nodos dependen del
alcance de los enlaces de radio.

En estas redes existen altos valores del indice de
agrupamiento debido a la localidad de los enlaces
(muchos de los vecinos de un nodo son a su vez
vecinos entre si); ademads, debido a esta localidad, es
de esperarse un alto valor de la longitud caracteristica.
Sin embargo, la estructura de pequefio mundo puede
ser inducida afadiendo de forma aleatoria algunos
enlaces con longitudes del orden de una pequefia
fraccion del diametro de lared (Helmy, 2003).
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Estos enlaces funcionan como atajos entre las
cabezas de cluster, a través de los cuales es canalizada
la informacion acerca de los nodos en los clusters a
través de las conexiones locales. El reducir la distancia
promedio de las rutas tiene una ventaja adicional:
(Watts y Strogatz, 1998) demostraron que una
condicion fundamental para la escalabilidad de una
red es el mantener la longitud promedio de las rutas
pequefia a medida que lared crece.

Helmy 2003, realizé simulaciones en una red
compuesta por 1000 nodos en una area de 1 km x 1
km; en dicha red serealizd6 un recableado aleatorio
entre los nodos con una cierta probabilidad p; para
cadavalor dep se determinaron la longitud promedio
de las rutas L(p), la longitud maxima de las rutas
m(p), y el coeficiente de agrupamiento C(p); estas
cantidades fueron normalizadas con respecto a L(0),
m(0)y C(0), valores obtenidos para p=0. La figura 8
muestra los resultados obtenidos: se observauna clara
diferencia entre los efectos del recableado en la
longitud promedio de las rutas y en el coeficiente de
agrupamiento: la reduccion en la longitud promedio
ocurre drasticamente para 0,002 <p< 0,2; valores
mayores de p no contribuyen gran cosa a esta
reduccion.

Por ejemplo, para obtener una reduccion del 25 %
en L basta con hacer p ~ 0,002; en contraste, para
obtener una reduccion deun 25 % en Cserequiere p
~ 0,09, lo que significa una diferencia en p de casi dos
ordenes de magnitud. Estos resultados sugieren que
es posible disminuir drasticamente la longitud
media de las rutas sin afectar la estructura de la
red recableando aleatoriamente unos pocos
nodos.
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1000 nodos enuna area de 1 km % 1 km, cadauno de
los cuales tiene un alcance ¥ = 35 m; lared resultante
es desconectada. Seintroducen en lared una fraccion f
de 'nodos especiales' con enlaces de largo alcance
r=r, La probabilidad de percolacion es calculada para
cada realizacion de la red y promediada sobre 100
realizaciones. La figura 9(a) muestra la probabilidad
de percolacion en funcién de la fraccionf para r, =
2r, 3r, 5r y 8r: se verifica que la conectividad de la
red aumenta en funcidn de fpara diferentes valores
de r,. Para /<0,01 la red permanece desconectada sin
importar el valor de r,; por otra parte, paraf> 0,2 se
tiene una red casi completamente conectada, la cual
no muestra una mejora significativa con posteriores
incrementos en f. Este resultado sugiere que hay un
limite superior en el nimero de 'modos especiales'
requeridos para transformar una topologia
desconectada en una conectada. La figura 9(b)
muestra la probabilidad de percolaciéon en funcion
de larazon r/r,para f=0,05,0,1,0,2,0,3y0.7. Se
observa que para todos los valores de /' hay un valor
critico de 7, para el que la conectividad experimenta
unaumento drastico; incrementos posteriores en 7, no
tienen gran efecto sobre la conectividad.

La estructura de pequefio mundo en redes ad hoc
también ha sido estudiada por Filiposka et al. 2007
y Chen et al. 2008. Este ultimo trabajo es
particularmente interesante al considerar la relacion
entre 'la inclusion de ‘nodos especiales” de
largo alcance y la emergencia de criticalidad
autoorganizada de lared.

Percolation probability (r=35)

Percolation probability (r=35)

0+

0.001

0.01 Q0.1 1 1 3 5 7 9
f rfir

alcance y la emergencia de criticalidad  auto-

organizada de lared.
CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo es el de presentar
algunos ejemplos representativos de mecanismos y
estructuras que conducen a auto-organizacién en
redes ad-hoc. Estas redes constituyen un ejemplo de
sistema complejo tecnoldgico susceptible de ser
estudiado a partir de las herramientas empleadas por
la fisica y lamatematica. En consecuencia, muchos de
los fendmenos y estructuras asociados a la auto-
organizacion en redes complejas pueden observarse o
incorporase a las redes ad-hoc.

En este trabajo hemos examinado algunos de
estos fendmenos; sin embargo, vale la pena mencionar
que hay otras interesantes instancias de auto-
organizacion en redes ad-hoc que no fueron
mencionadas como los mecanismos para asegurar
cooperacion entre nodos (Michiardi ef al. 2009;
Buttan y Hubbaux, 2003; Huang ef al. 2008; Wang et
al. 2008), sistemas inmunitarios artificiales
(Sarafijanovic y Le Boudec, 2004; Byrski y Carvalho,
2008; Schaust y Sczcerbicka, 2008), mecanismos de
reaccion-difusion (Durvy y Thiran, 2005; Hyodo et al.
2007; Yoshida, 2008) y redes auto-reparables (Elliot y
Heile, 2000; Gui y Mohaptra, 2003; Feng y Zhou,
2006; Elhadef ef al. 2007), entre otros que seran
explorados en una futura revision exhaustiva del
tema.
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EXACTAS

COEXISTENCIA DE TEMPERATURAS GRANULARES DIFERENTES EN UNA CAPA
GRANULAR FLUIDIZADA

(Coexistence of unequal granular temperatures in a fluidized granular
layer)

Trujillo, L.'; Roca J.'; Sigalotti DiG. L.'
'Centro de Fisica, Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas (IVIC), A.P.

Caracas. Venezuela
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RESUMEN

En este trabajo presentamos un célculo para determinar la coexistencia de temperaturas granulares entre dos fases que poseen
densidades diferentes. El modelo se basa en un conjunto de ecuaciones hidrodinamicas generalizadas para un fluido granular que
toman en consideracion la disipacion de energia cinética, la cual se deriva del caracter inelastico de las colisiones entre granos. Se
muestra que existe un acoplamiento entre la difusion y la disipacion de energia, la cual depende de forma no trivial de las densidades,
dando origen a la coexistencia de temperaturas granulares diferentes. Se muestra ademas que los resultados obtenidos por el presente
analisis coinciden cualitativamente con los experimentos.

Palabras Clave: Medios granulares, temperatura granular, coexistencia de fases
ABSTRACT

In this work we present a calculation for the coexistence of granular temperatures between two phases with different densities. The
model is based on a hydrodynamical description for a granular fluid, which takes into accountthe kinetic energy dissipation arising
from the inelastic nature of the collisions between grains. We show that there exists a coupling between the diffusion and dissipation
coefficient, which depend inanon trivial manner onthe densities, and determines the coexistence of different granular temperatures.
Theresults presented in this work are in agreement with experiments.

Key Words: Granular media, granular temperature, phase coexistence
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INTRODUCCION

A diferencia de muchos fluidos, los materiales
granulares incluyen la coexistencia de regiones
solidas, liquidas y gaseosas, que producen una
variedad rica de comportamientos complejos (Jacger
et al. 1996 y Aranson et al. 2006). La coexistencia de
fases fuera del equilibrio ha sido observada
recientemente en un serie de experimentos
remarcables sobre capas granulares sujetas a
vibraciones (Olafsen et al. 1998; Prevost et al. 2004;
Olafsen et al. 2005, Gotzendorfer et al. 2005 Reis et al.
2006). En 1998 Olafsen y Urbach, reportaron que una
mono-capa bidimensional de granos esféricos sujeta a
vibraciones verticales exhibe un régimen bi-modal,
esto es, gas-liquido, solido-liquido o solido-gas
(Olafsen et al. 1998). Este régimen esta caracterizado
por una regidon densa de granos con movilidad baja
circundada por granos que poseen una movilidad
muy alta (similar a un gas de particulas agitadas)
(Olafsen et al. 1998; Prevost et al. 2004). Esta
transicion de agregacion (clustering) ocurre cuando
la magnitud de las vibraciones que perturban al
sistema es reducida (el sistema es “enfriado”). Esta
transicion se parece surgimiento de inestabilidades
conducidas por agregacion observada en un gas de
particulas inelasticas (enfriamiento libre) descubierto
por Goldhirsch y Zanetti en 1993 (Goldhirsch et al.
1993). Una observacion fascinante que requiere
atencion especial es la observacion de la ausencia de
equiparticion de la energia cinética entre las fases
coexistentes (Prevostetal. 2004).

En los materiales granulares, que estanbajolaac
del campo gravitatorio, el estado fluidizado se obtiene
cuando el sistemaes vibrado en la direccion vertical en
la base del recipiente que los contiene, a través de un
desplazamiento armodnico A(7) = 4,sin(wf), donde A,
es la amplitud maxima de oscilacion y w =2=nf es la
frecuencia de oscilacion. La materia granular en el
estado fluidizado puede ser descrita a nivel
“macroscopico” mediante las ecuaciones de la
hidrodinamica en analogia con la mecéanica de
fluidos (Haff, 1983 y Campbell, 1990). Estos modelos
hidrodinamicos han provisto de una vision muy util
del comportamiento producido por vibraciones
utilizando la correspondencia entre el movimiento de
las moléculas en gases densos y el movimiento
aleatorio de los granos (Haff, 1983 y Herrmann,
1998).

En contraste con un gas molecular que se
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encuentre en el estado de equilibrio, donde la energia
cinética media de una molécula es proporcional a la
temperatura del gas (temperatura termodinamica), el
estado natural de equilibrio de un material granular es
una configuracion estatica que obedece a la naturaleza
inelastica de las colisiones entre particulas. Para la
mayoria de los sistemas dindmicos disipativos
perturbados mediante fuerzas externas, el balance de
energia puede ser escrito de la forma dE/dt = I-D,
donde E es la energia total del sistema, constante en la
ausencia de procesos disipativos y forzamiento
externo, I es la potencia suministrada por la fuerza
perturbadora externay D es la potencia disipada por
el sistema. Si se alcanza un régimen que sea
estadisticamente estacionario, los promedios
temporales (I) y (D) deben ser iguales. Por lo tanto, el
estado estacionario fuera un sistema granular necesita
deun flujo constate de energia externa (termostato)
para compensar la potencia de energia disipada
(Herrmann, 1998 y Aumaitre et al. 2001). Por otra
parte, cuando el estado estacionario fuera  del
equilibrio es alcanzado (i.e., (/)=(D)), y enanalogia
con un gas molecular, podemos definir una
temperatura granular, que es proporcional a la energia
cinética media de los granos. Esta temperatura no esta
relacionada con la temperatura (termodindmica)
interna de los granos. Sin embargo, esuna medida
de las fluctuaciones de las velocidades de los granos,
en yuxtaposicion con el sentido de la temperatura
termodindmica para un gas molecularreal .

Como consecuencia de la naturaleza disipativa y
fuera del equilibrio de un sistema granular no se
puede esperar a priori que la temperatura granular
juegue el mismo rol que la temperatura termodinamica
en lo concerniente a:i)El control dela direccion
del flujo de calor y ii) Sirva de criterio de
termalizacion. El primer punto puede evidenciarse
a través de los gradientes de temperatura que aparecen
en un sistema granular confinado entre una pared
que vibra (“fuente de calor”) y unapared reflectora
(Brey et al. 2000). Por otra parte, experimentos
recientes han mostrado que materiales granulares
fluidizados pueden comportarse como bafios térmicos
que satisfacen la relacion de fluctuacion-disipacion
(Baldassarri et al. 2005). Sin embargo, debido a la
naturaleza inelastica de las colisiones entre granos no
es de esperarce que un equivalente al teorema de
equiparticion exista para un medio granular. En efecto,
la falta de equiparticion de energia en medios
granulares ha sido observada claramente en el caso de
mezclas binarias de granos que difieren en tamafio y/o

' Las referencias (Baldassarri et al. 2005, Serero et al. 2007, Baxter et al.
2007) presentan una discusion extendida sobre la definicion de temperatura
en materiales granulares.



Coexistencia de temperaturas granulares diferentes...

densidad (Feitosa et al. 2002, Barrat et al. 2002).
Las simulaciones numéricas realizadas por (Barrat
et al. 2004) muestran que las relaciones clasicas de

Green-Kubo se satisfacen por separado para cada
componente de una mezcla granular. Ellos también

observaron el caso cuando la concentracion de una
de las dos componentes tiende al limite diluido, que

puede interpretarse como un termoémetro que no
altera al sistema considerablemente. En este caso
se observa claramente que el termdmetro esta
midiendo su propia temperatura y no la del medio
granular circundante. Estos hallazgos nos obligan a
pensar con cuidado sobre la posibilidad de establecer
una analogia de un bafio térmico para un material
granular.

Experimento recientes han esbozado que Ila
temperatura granular no esta distribuida
uniformemente a través de una capa granular (Olafsen
et al. 1998, Prevost et al. 2004, Olafsen et al. 2005,
Gotzendorfer et al. 2005, Reis et al. 2006). Por
ejemplo, los experimentos realizados por Olafsen
y Urbach (Olafsen et al. 1998) muestran que al
disminuir la tasa de inyecciéon de energia
(disminuyendo la amplitud de vibracién), el
sistema  puede ser “enfriado” progresivamente’
observandose el surgimiento de agregados
transcientes localizados. Al seguir disminuyendo la
perturbacion surge una transicion de fase con la
nucleacion de un agregado de particulas sin
movimiento coexistiendo con un fluido granular
circundante. Resultados similares fueron reportados
por (Prevost et al. 2004), quienes observaron la
nucleacion homogénea de un cristal enuna capa densa
de esferas de acero. Estos experimentos muestran que
las dos fases coexistentes muestran temperaturas
granulares muy diferentes, demostrandose asi que la
ley cero de latermodinamica nose satisface para la
temperatura granular. Por lo tanto, la analogia de un
bafio térmico para un medio granular debe ser
cuestionada seriamente.

Motivados por estos hallazgos experimentales, el
presente trabajo esta consagrado al calculo del campo
de temperatura granularen una capa. Laaproximacion
adoptada se basa sobre un modelo hidrodindmico para
materiales granulares fluidizados. Se construyen
soluciones analiticas para las diferencias de
temperatura granular entre una fase densa embebida
en una fase menos densa, en una placa plana cuya
geometria posee simetria radial. Estos calculos son
realizados para el estado estacionario, cuando la
fase densa ya se ha formado. El calculo es similar a
los céalculos del campo de temperaturas en materiales

Por enfriamiento queremos significar la disminucion de las velocidades
de fluctuacion de las particulas que se traduce por lo tanto en una
disminucion de la energia cinética.

compuestos con inclusiones (Hasselman, 1987). Por
lo tanto, la dindmica del proceso de nucleacion no es
considerada en este trabajo. Sin embargo,
presentamos una explicacion heuristica del proceso de
nucleacion dirigido por las inestabilidades que surgen
por la redistribucion de masa en un gas granular.
Finalmente, se discuten algunos aspectos sobre la
analogia entre el proceso de coexistencia de fases con
temperaturas diferentes en un medio granular y
algunos fendomenos de la fisica de temperaturas bajas.

TEORIA

Podemos asumir que un medio granular puede
ser descrito a nivel macroscopico por un conjunto
de ecuaciones hidrodindmicas continuas en franca
analogia conun fluido (Haff, 1983). Las ecuaciones
del balance deloscampos medios que caracterizan
al flujo granular (masa, momentum Yy energia), asi
como, las relaciones constitutivas pueden derivarse
de la teoria cinética de gases no-uniformes
(Brilliantov ef al. 2004). Para un medio granular las
ecuaciones cinéticas son modificadas para tomar en
consideracion la naturaleza inelastica de las colisiones
entre granos. La validez de la aproximacion
hidrodinamica, incluido el limite denso, ha sido
justificada recientemente a través de comparaciones
de la teoria con varios experimentos (Losert et al.
2000).

Como modelo mecanico para describir un medio
granular consideremos una coleccion de particulas
inelasticas cuya superficie es lisa y poseen un diametro
dy masa m (en este trabajo normalizamos la masa
m =1). La particulas interactuan a través de colisiones
inelasticas, siguiendo la siguiente transformacion de
velocidades:

, l+e ~ -
Cip=CioF — (k-cpp)k,

donde losindices 1 y2 especifican a las particulas, ¢
son las velocidades luego de ocurrida la colision, c,,
son las velocidades previas a la colision, c¢,,=c, — ¢,y k
es el vector unitario normal al plano tangencial de
contacto en la direccion de 1 a 2. La inelasticidad es
especificada por un coeficiente de restitucion
constante e < 1. Asumimos que este coeficiente es
independiente delavelocidad de impacto.

Ecuaciones hidrodinamicas

Las wvariables hidrodinamicas locales son: la
densidad de particulas n(r,7), el campode flujo
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u(r, 1) y la temparatura granular 71(r, 7). La
temperatura granular es definida como la energia
cinética media. La dinamica del sistema esta
determinada por las ecuaciones de balance para la
densidad, el momentum y la energia, siendo esta
ultima complementada con un término adicional

que toma
n
o TV (nw) =0, (1)
Jdu 1 -
E‘FU'VU‘FEV'P—O, (2)

aT 2 o
a—t+u-VT+3—n(V q+P:Vu)=—(l;),

donde P es el tensor de presion, q es el vector de flujo
de energia. Estas ecuaciones pueden derivarse de
forma rigurosa a partir de las ecuaciones cinéticas de
Enskog-Boltzmann generalizada para particulas
inelasticas. Estas ecuaciones deben ser suplementada
con las respectivas relaciones constitutivas para para
particulas inelasticas. Estas ecuaciones deben ser
suplementada con las respectivas relaciones
constitutivas para P q y D. Cuando e=1= D=0
podemos recobrar el balance de energia para esferas
duras elasticas.

En el limite de la aproximacién de primer orden en
los gradientes de los campos medios, el tensor de
presion P posee, al nivel de Navier-Stokes, la forma
Newtoniana canonica:

P =pl+u(Vu +Vu)"

donde p es la presion hidrostatica, p es la viscocidad y
el tensor unitario [. para sistemas densos la ecuacion
de estado para la presion hidrstatica puede escribirse

como
p=nZT

donde Z es el factor de compresibilidad,
1+
z=l+——x nd’g(v)

3

siendo v=nnd’/6 la fraccion de empaquetamiento y la
funcidn de distribucion radial esta dada por la relacion
de (Carnalhan et al. 1969):

. (4)

- + ¢ QA
I= 1=y 2(1 — v)2 2(1 —v)
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CAMPO DE TEMPERATURA GRANULAR

Ahora procedemos a calcular el campo de
temperatura granular cuando coexisten dos fases de
medios granulares con densidades diferentes. El
calculo se desarrolla para el estado estacionario. Pero
primero deseamos introducir una explicacion
fenomenologica del proceso de nucleacion.

Agregacion

Podemos comprender la transicion de agregacion
(clustering) de manera heuristica al considerar que
los gases/fluidos granulares poseenuna tendencia a
coagular en agregados incluso en los casos donde
la  distribucion de masa inicial es homogénea
(Goldhirsch ef al. 1993). Esta propiedad puede
entenderse sobre la base de las siguientes
consideraciones, asi como, a través de los calculos
detallados en el trabajo (Goldhirsch et al. 1993). Un
fluido granular, al igual muchos otros sistemas,
experimenta fluctuaciones en la densidad. Debido a
que en los dominios que son relativamente densos la
tasa de colisiones (la cual es proporcional al cuadrado
de la densidad) es mayor que en los dominios diluidos,
la energia cinética en los dominios densos decae a una
tasa mayor que en los dominios diluidos, debido al
caracter inelastico de las colisiones entre granos. Por
lo tanto, la diferencia de presiones conduce a los
granos desde un dominio diluido hasta un dominio
denso, incrementando la densidad de este ultimo
progresivamente, dando origen al surgimiento de
aglomerados. A su vez los aglomerados que van
surgiendo pueden agragarse entre si directamente para
formar aglomerados mayores, y ellos pueden
colisionar entre ellos destruyéndose mutuamente. El
origen de estas inestabilidades que conducen a la
formacion de los agregados en el caso de capas
bidimensionales surge de la disminucion progresiva
de la fuerza perturbadora externa (Olafsen et al.
1998). Por lo tanto un andlisis detallado de Ia
dindmica del proceso de agregacion requiere la
consideracion del acoplamiento de las fuerzas
perturbadoras externas en las ecuaciones de campo de
ladescripcion hidrodinamica.

Lamentablemente este es un problema que no ha
sido resuelto aun para los medios granulares, y
constituye toda una investigacion a parte que va mas
alla de los objetivos que persigue este trabajo en el
calculo de la diferencia de temperaturas en una capa
granular. Teniendo esto en cuenta, el analisis que
sigue a continuacion considera que el sistema ha
alcanzadoun estado estacionario en forma analoga
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a las observaciones experimentales reportadas en
(Olafsen et al. 1998 y Olafsen et al. 2005).

Solucion estacionaria

Enelrégimen estacionario y en ausencia de corrientes
de flujo (# = 0), la ecuacion para el balance de la
energia sereduce a:

voevoeP (5)
La relacion consitutiva para el flujo de calor,
="V (©

define la conductividad  térmica  del sistema
(Brilliantov ez al. 2004):
eV (7
donde
15 51 6 2
k*=T nnd 1+ﬁ5+§(1+;_n) G]
dondeG=gv. ®)

Para estimar la tasa de disipacién D consideramos
la perdida promedio de energia cinética por colisiones
por unidad de tiempo. En una colision binaria la
energia cinética disipada puede ser expresada en
términos de la temperatura granular como

AE=—(1-¢")T/2 9)

Para un fluido de particulas la frecuenciade
colisiones ® ~ JT Y asumimos que viene dada por la
frecuencia de colisiones de Enskog (Chapmann et
al. 1970):

Q
a)=—

Vet
21 &

donde Q =2n""/I'(D/2) es la superficie de una esfera
unitaria D-dimensional. Multiplicando AE por la
tasa de colisiones w y la densidad » = N/V, obtenemos
la tasa de disipacién de las particulas de fluido
granular:

2
m

1/2
) T2, (10)

0} 2\1/2
D=\/—2_nn2gd(%) T2 (11)

Para simplificar la notacion definimos el factor de
disipacion
y= —rgd (1)
7T m

(12)

N

Para poderexpresarasilaEq.(11)como
D=yT> (13)

Ahora procedemos a resolver la Eq.(5). En
analogia con la geometria de los experimentos
(Olafsen et al. 1998 y Olafsen et al. 2005)
consideramos el caso de un disco (aproximacion
quasi-bidimensional). Las soluciones de la Eq.(5) con
simetria radial deben satisfacer la ecuacion.

1 d dT
i * ) = 3/2
e (rk ﬁdr) vT (14)

Esta ecuacion diferencial no-lineal puede
simplificarse bajo la aproximacion de presion
uniforme a través del sistema. Esta aproximacion
esta justificada por las observaciones experimentales
(Prevost et. al 2004) que muestran que las fases
coexisten a temperaturas diferentes, pero con presion
casi constante. Al linealizar (14) la ecuacion resultante
pude escribirse de forma sencilla en términos de la

variablew = JT

d*w  ldw .,
T

. (16)
2k*

Este coeficiente acopla los efectos de difusion por
efecto del gradiente de energia cinética y la disipacion
de energia.

Ahora bien, para calcular la diferencia de
temperaturas granulares en la capa con simetria radial
consideramos dos regiones que se diferencian a través
de la densidad. De las ecaciones anteriores se deduce
facilmente que el coeficiente A es una funcion que
depende de forma no trivial de la densidad del sistema
A = Mn). Sea entonces el caso de una region
comprendida entre 0 <7 <7, que corresponde a la
region del condensado que esta circundado por la
region ,<r <r, que es menos densa y que corresponde
al fluido, esto es n,> n,. Esta diferencia de densidades
esta expresada a través de los coeficientes A, para cada
dominio como
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Pw Nw, para0 <r <ry,

1 dw
@

rdr 2w, para r; <r < ro,

(17)

Las soluciones de la ecuacién (17) estan
determinadas por las condiciones de contorno
impuestas sobre el sistema. La temperaturaen la
superficie r, es 7, (respectivamente w(r,) = w,).
Luego en la interface localizada en r = r,, w(r)
satisface larelacion decontinuidad

W+ (r) |r:r1'

wo(r)],.=
(18)

Donde denotamos por — y + las regiones internas
yexternas al condensado justo enlainterface.

El flujo de enrgia cinética también impone otra
condicion de borde interna. Suponemos que el flujo de
energia escontinuo sobre la superficie de la interface.
De la ecuacion (6) podemos fijar que la temperatura
granular debe cumplir con

dw_(r) _ dwi(r)

dw dr (19)

r=ry r=ry

La solucion de la ecuacion (17) es una
combinacion lineal de funciones de Bessel de orden
cerow,(r)= {I,(Ar), K,(Ar)}, estoes

w.(r)= A-I(\r)+ B-Koy(Ar)

y para0<r<sr,

w.(r) = AcLy(%p )+ B K1)

(20)
parar<rs<r,

donde A, A,, B_y B, son constantes que deben ser
determinadas a partir de las condiciones de borde.

Lafuncion K (Ar) diverge cuando »—0, entonces
B=0 (22)

Cuando r = r,la ecuacién (21) debe satisfacer la
condicion de borde
W (1) 0 = W, (23)
estoes,
A+ I (MFr)+B+K,(AFr)=w, (24)

Sobre la superficie interna la condicion de borde (18)
w_(r)=w.(r,) conduce a
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@1 K@

A-]()O\,[l"/) = A+10(7\,FI"1) + B.,.Ko()\,FI”])
— 4 LIo(\rr1) Ko(?»pi’[).
* 10(7\,17"]) * [0(7\17"1)

= A4_ (25)

Lacondicion de borde interna (19) conduce a

A-)\Jll(}\./l"/) A+ }\'Fll ()\‘F]/‘I)— B+ }\'FKI(}\.F’”I)
7\.1? ]1 (7\1:}”1) K, ()\,FI"[)
> = | — A _
A- (7"1 ) * Il(}\,ﬂ'[) * 11(7LF}"1)

Igualando las ecuaciones (25) y (26) obtenemos

As _ MeloQur)Ki Qo)+l Qur)Ko(ern) (27)
B+ - XFIO()\‘IVI)II (7\,/7}"1) - )\,[[] (7»[1"1)[0(7\‘17}"1)

= O
Delas ecuaciones (24)y (27) laconstante B.es

(26)

B — (ON) (28)
+ GAB [0(7\,]71"0) +K0(7\,FI”0)
Sustituyendo la ecuacién (28) en (27) se obtiene
@0
A 0 \J4B (29)

7045 Io(hrro) + Ko(hr 1)

Sustituyendo las ecuaciones (28) y (29) en la ecuacion
(25) se obtiene

_ eABIO(}\,FVI) + K()(;\.F 7"[) Wo

A_ =
GABIO(}\,F”'O) + KOO\'F VO) ]O(XII"]) (30)

Windhidite, la expresi@h del campo de temperatura
granular entre el condensado y el fluido granular es

(A-To(7))?
Tl(l’) =
(A4 Io(\) + BLKo(A))? para r; <7 < ro,

para0 <r <ry,

€2

donde las constantes A_, A, y B,estan dadas por las
ecuaciones (30), (29) y (28), respectivamente.

La informacion contenida en los coeficientes A,y A,
toman en cuenta el acoplamiento entre la difusion yla
disipacion de energia en el sistema. Estos coeficientes
dependen de manera no trivial de la densidad. El
analisis directo de ladependencia con ladiferenciade
densidades de la ecuaciéon (31) se complica aun
mas con los coeficientes de integracion calculados a
partir de las condiciones de borde. En la figura 1(a)
presentamos un calculo numérico cualitativo dela
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Figura 1. Campo de temperatura granular cerca de la interface entre la region de mayor densidad
circundada por el fluido granular. La figura(a) corresponde al cédlculo realizado a partir de la
ecuacion 31 yla figura(b) corresponde los resultados experimentales reportado por
(Prevost et al. 2004)

temperatura granular del sistema (ecuacion (31))
cuando existe una region de densidad #, circundada
por una region de densidad #,, siendo n,> n,. De
este calculo podemos observar claramente que la
region con mayor densidad posee una temperatura
granular menor. Mientras que en la region que
circunda al condensado, la cual posee una densidad
menor, la temperatura granular es mayor. En la
figura 1(b)podemos apreciar que el comportamiento
cualitativo de nuestro resultado coincide bastante
bien con los resultados experimentales reportados
por (Prevost et al. 2004).

CONCLUSIONES

En este trabajo presentamos un desarrollo analitico
para el calculo del gradiente del campo de temperatura
granular cuando en el sistema conexiste una region de
mayor densidad y una de menor densidad. Basados en
un modelo de ecuaciones hidrodindmicas, que se
derivan de la generalizacion de la ecuacidon de
Boltzmann-Enskog para gases densos, donde se
incluye el efecto de la disipacion de energia cinética,
pudimos derivar una expresion para la temperatura
granular del sistema enelestado estacionario. Esta
coexistencia de temperaturas inducida por la
diferencia de densidades es posible solo por la
naturaleza inelastica de las colisiones entre los granos
que constituyen el medio. De lo contrario, la energia
cinética quedaria claramente equidistribuida en el
sistema. Esto es una manifestacion clara que el sistema

solo puede estar en un estado fuera del equilibrio
termodinamico.

La formulacién analitica presentada en este trabajo
podria extenderse para otros sistemas similares
donde coexistan fases con temperaturas diferentes. La
ecuacion (31) es analoga en su estructura al caso del
estudio conductividades térmica tefectivas en
materiales compuestos donde surgen resistencias de
barreras térmicas (Hasselman, 1987). Es interesante
notar que para los materiales compuesto las
resistencias térmicas que surgen en la interfase entre
dos fases presentan una analogia con la resistencia de
Kapitza, la cual surge en la interface entre dos fases
de helio liquido con densidades diferentes. Lo cual es
muy parecido al fendomeno descrito en este trabajo en
medios granulares. Los medios granulares por tratarse
de sistemas atérmicos, donde la temperatura definida
en el sentido usual de la termodindmica no puede
aplicarse, han servido de sistemas de referencia para
establecer analogias con fendmenos fisicos que
ocurren a temperaturas muy bajas. Los resultados
presentados en este trabajo podrian orientarse en esa
direccion.
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problema de coexistencia de fases.
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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio de la variabilidad del patron de la frecuencia cardiaca fetal, mediante métodos de analisis de
sistemas no lineales. Estudios realizados en las ultimas décadas sugieren que el comportamiento de la frecuencia cardiaca es un proceso
con dindmica no lineal cuyo comportamiento complejo puede explicarse a partir de modelos caoticos. Estas técnicas han sido
particularmente utiles para caracterizar diversas patologias y su grado de avance. Elritmo cardiaco es perturbado por alteraciones del
sistema nervioso central, causados por muchos factores externos, tales como el consumo de drogas, no ingerir alimentos adecuados, el
envejecimiento fisiologico de lamadre, etc. Estas condiciones estan asociadas con la pérdida de la complejidad de la dinamica del latido
cardiaco fetal. Estos cambios, que posiblemente no son detectable por métodos convencionales, pueden ser cuantificados usando las
técnicas de series de tiempo no lineal. En particular, la dimension del atractor podria utilizarse como un criterio de discriminacion entre
pacientes sanosy enfermos. El aspecto principal aresolver en el andlisis de un sistema cadtico, es la reconstruccion del espacio de fases a
partir de la sefial univariada. Para lograr este objetivo se utiliza la técnica propuesta por Grassberger y Procaccia (1983).

Palabras Clave: Dimension fractal, frecuencia cardiaca fetal, andlisis no lineal, sistema caotico.

ABSTRACT

In this workastudy ofthe variability of the pattern ofthe cardiac frequency in fetuses appears, by means of methods of analysis of
systems nonlinear. Studies made in the last decades suggest the behavior of the cardiac frequency is a process withdynamics
nonlinear whose complex behavior can be explained from chaotic models. These techniques have been particularly useful to
characterize diverse pathologies and their degree of advance. The heart rate is disturbed by alterations of the central nervous system,
caused by many external factors, such as the drug consumption, not to ingest suitable foods, the physiological aging of the mother, etc.
These conditions are associate with the loss of the complexity ofthe dynamics ofthe cardiac beat ofthe fetus. These changes that are not
possibly detectable by conventional methods, they can be quantified using the techniques of series of time nonlinear. In individual, the
dimension of the atractor could be used like a criterion of discrimination between healthy and ill patients. The main aspect to solve in
analysis ofachaotic system, itisthe reconstruction ofthe space of phases from the univariada signal. In order to obtain this objective
the propose technique by Grassberger y Procaccia (1983)isused.

Key Words: Fractal dimension, fetal heart rate, non linear analysis, caos system.
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INTRODUCCION

El analisis de las series de tiempo que provienen de
sistemas no lineales, es de mucho interés debido a que
se han convertido en una herramienta confiable para el
estudio de medidas que tienen dindmicas complicadas
como por ejemplo, los sistemas fisicos, econdmicos,
fisiologicos o bioldgicos. Las técnicas de
reconstruccion de la dinamica, desarrollada en la
década de los 80 del siglo pasado, permiten
reconstruir a partir de una sefial de observaciones
experimentales la dindmica del sistema enun espacio
de fase de dimensién menor donde se reproduce la
dinamica original del sistema. Estas técnicas son
aplicadas a fendmenos que tienen un comportamiento
no lineal, con la idea subyacente de capturar la
mayor informaciéon de su estructura, y ademas
observar si exhiben alguna conducta dinamica
especifica o tienen alguna tendencia sobre escalas
de tiempo multiples. La dinamica de los datos puede
tener un comportamiento similar a un proceso caotico
0 estocastico. Ambos procesos pueden tener una
conducta erratica similar pero estructuras diferentes,
ya que un sistema dindmico deterministico es un
sistema cuyos parametros internos o variables de
estado siguen una serie de reglas, mientras que los
procesos estocdsticos tienen un comportamiento
aleatorio. El espacio de fase de un sistema dinamico
continuo esta descrito por un campo vectorial que rige
el recorrido de las cariables de estado del sistema con
respecto al tiempo. El recorrido de estas variables se
denomina obitra o trayectoria. En el espacio de fase
existen ciertos subconjuntos que atraen (o repelen) a
las trayectorias que pasan cerca de ellos. Una region
del espacio de fase recibe el nombre de atractor si
toda trayectoria que comienza cerca de laregionse le
aproxima a medida que el tiempo transcurre. De
hechosi dicha region atrae a todas las orbitas del
espacio de fase recibe el nombre de atractor global.
Cuando el sistema es lineal estas regiones de
atraccion solo puedenser puntos, que se conocen
como puntos fijos; los sistemas no lineales en
cambio pueden presentar una gama mas amplia de
regiones de atraccion: puntos fijos, ciclos limites y
regiones mas complicadas  conocidas  como
atractores extrafios. Los sistemas donde aparecen
estos ultimos se denominan cadticos. Existe una
extensa Dbibliografia sobre este tema, ver: (Casdagli,
1992), (Ruelle, 1989), (Ott, 1993), (Takens, 1981),
(Smith, 1992), (Wolff, 1990), (Theiler, 1990), (Kantz,
etal 1997), (Kaplan et al. 1995) entre otros.
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Los campos de aplicacion de estas técnicas,
abarcan: electrofisica, dindmica de fluidos, astrofisica,
climatologia, biologia y medicina entre otras areas
(Kugiumtzis et al. 1994). En el ambito de la
medicina, que es la aplicacion que se estudiara en
este articulo, existen muchos antecedentes, entre
ellos estan los trabajos de Richter y Schreiber
(1998) quienes estudiaron las propiedades del
monitoreo de la frecuencia cardiaca humana y
usaron el método de inmersion del espacio de fase para
tratar las sefales. Las aplicaciones practicas que
ellos discuten se refieren a la filtracion del ruido, la
extraccion del monitoreo de la frecuencia cardiaca
fetal y la deteccion automatica de caracteristicas
clinicas relevantes. Casdagli (1997), considera el
problema de detectar cambios en las fuerzas que
impulsan el sistema dindmico mediante graficos
recurrentes 'y propone técnicas estadisticas, tales
como el método de los datos subrogados de Thelier
et al. 1992, que permite detectar una estructura no
lineal en una serie temporal, para evaluar su
significancia. El ejemplo que utiliza para mostrar esta
metodologia es una serie de tiempo de registros de
respiracion de un individuo con apnea del suefio.
Goldsberger et al. 1990, analizaron la variabilidad
de la frecuencia cardiaca como un proceso de dindmica
no lineal de naturaleza fractal cuyo comportamiento
podria ser explicado a partir de modelos caodticos,
debido a que la frecuencia cardiaca es perturbada por
las alteraciones del sistema nervioso. Finalmente
Carvajal et al. 2000, utilizaron la dimensién de
correlacion como un indice para estimar la
complejidad de la wvariabilidad de la frecuencia
cardiaca tanto en personas sanas como en pacientes
con cardiomiopatia hipertréfica y dilatada.

En este articulo nos concentramos en analizar
sefiales de frecuencias cardiacas en fetos,
considerando el monitoreo de la frecuencia cardiaca de
fetos sanos y con patologias. En la figura (1) se muestra
el grafico simultaneo de las series temporales de dos
fetos promedios de las muestras uno sano y el otro
patoldgico. La serie con el color azul representa al feto
sano, mientras que la serie de color rojo representa el
feto con patologia. En la figura puede observarse que
el monitoreo de la frecuencia cardiaca del feto con
patologia difiere del feto sano.

El resto del articulo es estructurado como sigue,
se discuten los métodos para la reconstruccion del
espacio de fase de laseriede tiempo generada por
el monitoreo de la frecuencia cardiaca de los fetos
y sedefinen las técnicas que seutilizaran para
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Frecuendia Cardiaca

Tiempo en Segundos

Figura 1. Ciclo de monitoreo para un feto sano y uno patolégico

estimar los parametros (tiempo de retardo T y

dimension de inmersion m) de la sefial no lineal

estudiada, también se presentan los resultados

obtenidos por la metodologia propuesta, luego se

hace una discusion sobre los resultados y finalmente

seestablecen las conclusiones finales del trabajo.
METODO

Considérese una serie de tiempo univariada
{x,, X2, ..., XN } generada por un sistema dinamico
deterministico d-dimensional f :Rd+p —-Rd con p
pardmetros y una funcién de observacion no lineal

desconocidah: Rd —»Rdeacuerdoa:
si+l=f(si,yi) (1)y
xi+1=h(si+1)(2)
donde: si eRd y(1)denota laecuacion de estado del
sistema, la ecuacién (2) denota la ecuacion de
observacion del sistema y yi € Rp es una fuerza de
impulso no observada que varia lentamente; es decir,
[ yi+1 — yi | es una distancia relativamente pequeiia
entre los estados sucesivos del sistema. Se puede
considerar que las funciones /'y 4 son suavizadas en
casi todas partes y ambas son desconocidas. Entonces
dada la serie {x1 , x2, ..., xN}de longitud N, se
construyen los (N—(m—1)t) puntos (vectores
desfasados)
vi= xi, xitt, xit2t1, ..., xi+(m—1)t 3)

donde: m es la dimension de inmersion, T es el
tiempo retardo o demora y =1, 2, ..., N — (m—1)z .
Estos vectores defasados se utilizan posteriormente
para reconstruir el atractor en el espacio de fase.
Losteoremas de inmersion ( Takens, 1981)y (Sauer
etal. 1991) muestran que si la secuencia v, representa
un vector de medidas del estado del sistema dinamico,
entonces bajo ciertas condiciones generales, tales
como una escogencia adecuada del tiempo de retardo
7 y una eleccion de la dimension de inmersion m
lo suficientemente grande, se puede reproducir una

del sistema. Se puede consid- erar que las funciones f

y /i son suavizadas en casi todas partes y ambas son

desconoci- das. Entonces dada la serie {x,,x,, ..., x,} de

longitud N, se construyen los (N — (m — 1)t ) puntos

(vectores desfasados)

i 2 i m- D O
donde: m esla dimensi’on de inmersi‘on, tes el
tiempo de retardoo demora y i =1,2,..,.N —(m —
1)t . Estos vectores de- fasados se utilizan
posteriormente para re- construir el atractor en el
espacio de fase. Los teoremas de inmersi'on (
[Takens 1981]y [Sauer.etal 1991]) muestran quesila
se- cuencia vi representa un vector de medidas del
estado del sistema din’amico, entonces bajo ciertas
condiciones generales, tales co- mouna escogencia
adecuada del tiempo deretardo T y una elecci’on
de la dimensi’onde inmersion m lo suficientemente
grande, se puede reproducir una imagen uno a uno
del conjunto original de los datos. Hay una literatura
extensa sobre como escoger los parametros m y T en
una forma o’'ptima (ver [Hegger .et al 1998] y sus
referencias). Sin embargo, la mejor elecci’on depende
de lanat- uraleza del problema.
En la literatura se han propuesto diversas medidas
no lineales para estimar la comple- jidad de una
serie de tiempo, tales como: la dimension de
correlacion, el exponente may- or de Lyapunov, los
"indices de informaci’on y complejidad, los mapas de
Poincar’e, el m’eto- do de los datos subrogados y
las entrop’1as, con la intenci’on de identificar la
presencia no lineal y posiblemente conductas
ca’oticas de las series de tiempo. En este trabajo se
utiliza la dimension de correlacion como her-
ramienta para estimar la dimension fractal
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Métodos para estimar t y m

Como ya se ha establecido, el espacio de fase de un
sistema dinamico, puede ser reconstruido a partir de la
observacion de una serie de tiempo univariada
escogiendo adecuadamente m y T en la ecuacion (3).
Una primera manera de escoger el tiempo de retardo z,
es usando la funcion de autocorrelacion, que se define
por:

1 n—t
Y1) =~ (xi= D(xir = %) @)

n -

i=1

donde x es la media aritmética y se elige t de tal
manera que la funcién y (1) tienda a cero, esdecir, se
minimiza la dependencia estadistica entre las
coordenadas de los vectores. En la practica, no se
conoce a priori la dimensién del sistema dinamico, y la
dimensién de inmersion es necesaria para la
reconstruccion del espacio de fase. Por lo tanto, el
estimador de la dimension es obtenido incrementando
la dimension de inmersion hasta que el estimador de la
dimension se estabilice.

Una segunda estrategia para escoger v es a partir
de la funcion de informacion mutual (AMI), sugerida
por Fraser y Swinney (1986), como una herramienta
para determinar un tiempo de retardo razonable. A
diferencia de la funcién de autocorrelacion, Ia
informacion mutual toma encuenta las correlaciones
no lineales, y se estima mediante la siguiente ecuacion:

AT
S = _Zzpij(T) [P (5)
PRl Pipj
donde para alguna particion elegida sobre los nimeros
reales, p, es la probabilidad de encontrar un valorde la
serie en el i-ésimo intervalo, p, es la probabilidad de
encontrar un valor de la serie en el j-ésimo intervalo, y
p; (1) es la probabilidad conjunta de que una
observacion cae en el i-ésimo intervalo y otra
observacion cae mas tarde después de untiempo 7 en
el j-ésimo intervalo. Nétese que la ecuacion en (5) no
depende del tamafio de la particiéon de los datos y
puede ser facilmente calculada. El criterio de seleccion
del t se basa en lo siguiente, si el tiempo de retardo de
la informacion mutual muestra un minimo para ciertos
valores de T, entonces este es el candidato iddneo para
elegir un tiempo de retardo razonable. Es importante
sefialar que los argumentos anteriores pueden ser
modificados cuando la dimension de inmersion
excede a dos, es decir, la informacion mutual
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generalizada puede ser definida usando el concepto
de suma de correlacion (dimension de correlacion y
entropias).

Un método para determinar un minimo suficiente
para la dimensidn de inmersidon m fue propuesto por
(Kennel ez al. 1992) y es llamado el método del vecino
falso. La idea es completamente intuitiva y consiste en
lo siguiente, supongase que la dimension de inmersion
minima para una serie {x, X, ..., X ‘es m,. Esto
significa que en el espacio de retardo de dimension m,
el atractor reconstruido es una imagen uno a uno del
atractor en el espacio de fase original. las propiedades
topoldgicas se preservan, y los vecinos de un punto
dado son trasladados a vecinos del espacio de retardo.
Por su puesto, la forma y el didmetro de los puntos de
la vecindad son transformado de acuerdo al exponente
de Lyapunov. Pero supongase ahora que la inmersion
es en un espacio de dimension m con m < m, La
estructura topoldgica de esta proyeccion ahora no se
preserva, y los puntos son proyectados en puntos en
una vecindad de otros puntos los cuales podrian estar
en una dimensién mayor, y estos puntos son los
llamados los vecinos falsos. La idea del algoritmo del
vecino falso es la siguiente. Para cada vector de retardo

Vi= (Xia Kiirs oo0s Xi+(m—1)z)
se observa su vecino mas cercano
v/ = (fo, xV - xY
i i it i+(m- 1)t

Se calcula la distancia ||v,— v"'|| y luego se itera en

ambos puntos y se calcula:

R. = ‘xi"'(m_l)T - x;}-{(WI—l)T‘ ]
’ v, = v “

Si R, excede un umbral R, dado, este punto es
marcado como el vecino falso méas cercano. El criterio
de parada para determinarladimensiéon de inmersidon
consiste en considerar que la fraccion de puntos para
los cuales R, > R, es cero, o al menos sea lo
suficientemente pequefio. En la practica, se grafica la
fraccion de vecinos falsos como una funcioén de la
dimension de inmersion y se toma el valor minimo.
La implementaciéon del vecino falso permite
especificar la separacion temporal minima de los
vecinos validos.

En este trabajo, también se usa una técnica de tipo
lineal de una serie temporal tradicional para
complementar el método anterior. Como el interés es
encontrar ladimension de inmersion, entonces se
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ajusta un modelo autoregresivo y con ello se
determina el orden de la serie. Estos modelos han
sido ampliamente usados para inferenciay
prondstico de procesos. En este caso particular, no lo
usaremos como predictor lineal, nos interesa
encontrar el orden del modelo que permita hacer un
balance entre la reduccion de la varianza del error y
el nimero de parametros estimados. Una medida
utilizada para tal fin es el criterio de informacion de
akaike. Para un modelo de orden £, el criterio puede
ser escrito como sigue:

CIA (k) = nlog(crik) + 2k (7)

donde ¢’,, es la varianza de los datos y k es el nimero de
parametros que intervienen en el modelo. Si la serie
temporal se modela como un proceso autorregresivo,
entonces el valor de &, es el valor que minimiza al
criterio de CI A(k), y por lo tanto, es un estimador del
orden del modelo autorregresivo.

Dimension de correlacion

Hay muchas formas de definir la dimension y han
sido muchas las revisiones bibliograficas realizadas en
este campo. Hegger ef al. (1998) sefialan que las
dimensiones generalizadas son una clase de medidas
utilizadas para caracterizar los fractales. La dimension
de Hausdorff es desde el punto de vista matematico, el
concepto mas natural para caracterizar los conjuntos
fractales, mientras que la dimension de informacidn
toma en cuenta las frecuencias de visitas relativas y
por lo tanto es mas atractiva en los sistemas fisicos,
mientras que para la caracterizaciéon de medidas de
datos y otros conceptos similares, la dimension de
correlacion es la mas adecuada. Supdngase {X,, ..., X }
es una serie temporal de longitud N, de la cual se
construyen los vectores desfasados:

175 i 2 i (m= 1)
donde: i=1,2,..,N, =N—(m—1)r,yelentero mesla
dimensién de inmersion en el espacio de fase. La
integral de correlacion C, (¢) del proceso es definido
por el numero de pares de vectores, v,, v,i <j, que estana
una distancia € uno del otro, corre gldo por un factor de
correccion, y donde € >0 es fijado.

N, i-1

ZZI lvivll<e)

=1 j=1

Cn©) =y (N

donde / denota la funcion indicatriz del conjunto
{Ilv.— vl<e}y| |les unanorma, (generalmente se
toma lanorma ). El limite

C(e) = ]\}i—rgo Ch (6) (8)

es llamado la integral correlacién. Para muchos
sistemas se observa que C (€) tiene una conducta de ley
potencia para ¢ pequefio, por lo tanto C (€) se puede
aproximar como sigue:
Ce)=e’(9)

donde p representa el estimador de la dimension del
atractor. Este resultado motiva el siguiente
procedimiento propuesto por Grassbergery Procaccia
(1983) para la estimacion de p, partiendo de la

expresion:
log C(e)
= lim { —10g © } (10)

Elmétodo esencialmente consiste en graficar el log C
(c)ellog C (c) contra log(c)y se observa la proporcion
de puntos sobre la cual el grafico es aproximadamente
lineal, lapendiente de larecta deregresion construida
sobre esa porcion es el estimador de la dimension de
correlacion p. La dimension de inmersion m se
incrementa hasta que los valores de p se estabilicen.
En lapractica se ajusta un modelo de regresion lineal:

log C(e) =B, * P, log C(e) +¢&
donde & esun término de error aditivo que se
distribuye normal con media cero 0 y varianza
constante o>, que es independiente de c¢. La
dimension de correlacion se estima por f,=p.

RESULTADOS

Para mostrar la metodologia propuesta, se
analizd una muestra de 28 individuos dividida en 2
grupos. En la primera muestra estudia el
comportamiento de la frecuencia cardiaca fetal (fcf)
en un grupo de 14 fetos sanos y en la segunda
muestra se analizaun grupo de 14 fetos de embarazos
con patologia, ya sea, hipertension, crecimiento fetal
restringido (cfr) y anemia materna. Los datos
provienen de registros tomados en el hospital Dr.
Adolfo Prince Lara ubicado enla Ciudad de Puerto
Cabello perteneciente al Estado Carabobo, Venezuela.
Los registros de los fetos se obtuvieron a través de la
monitorizacion electrénica antenatal utilizando un
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Tabla 1. Resumen estadistico de la dimension de correlacion estimada
de los fetos sanos y fetos con patologia

GNPOCE I NN 1 \Bd O o1 (73 @3 1 UR® 6 IMDDRV
I NDOCE 0.9307 0.9000 0.9200 0.9250 0.9475 0.9700 0.0004379121
Tatologia  0.9021 0.8400 0.8825 0.9000 0.9200 0.9400 0.0008489011

cardiotocograma marca Medison FM 50; se
monitoreo durante 15 minutos en condiciones
basales, el registro en papel se digitalizé para su
conservacion y se analizé por medio de un programa
denominado Engauge Digitizer. Este programa es
desarrollado bajo la Licencia Publica GNU. Después
de obtener todos los puntos digitalizados como
frecuencias, se exportan de manera tabulada como
texto plano, en formato CSV (data para Microsoft
Excel).

De estamanera se obtienen diferentes valores de
la frecuencia cardiaca fetal medidas en el tiempo
constituyéndose en una serie temporal.Para el analisis
de las series temporales se usaron los paquetes: fdim
implementado por Martinez et al. (2004) que permite
calcular la dimensién fractal y el tseriesChaos
implementado por Di Narzo (2005), utilizado para el
analisis de series de tiempo no lineal. Ambos rutinas
estan implementadas bajo el ambiente de
programaciéon R desarrolladas bajo Licencia Publica
GNU, de distribucion libre. En la tabla 1, se muestra un
resumen estadistico de la dimension de correlacion
estimada de los fetos sanos y fetos con patologia.
También se puede observar la media, el valor minimo,
el primer cuantil, lamediana, el tercer cuantil, el valc
maximo y la varianza muestral de cada muestr
analizada.

En la figura 2, se muestra un boxplot de la
dimensiones de correlacion estimada para fetos sanc
contra fetos que presentan patologias. En las figuras
y 4 se pueden observar: un histograma, un boxplot, I
funcidn de densidad de probabilidad y un grafico d
normalidad para la distintas muestras estudias qu
corresponden a las dimensiones de correlacid
estimadas a partir de fetos sanos y fetos con patologia:
respectivamente. Los graficos muestran que los datc
sonnormales. En la figura 5, se muestran 4 grafico:
donde el primero denota la funcién de correlacion,
el segundo representa el indice de informacion mutuc
promedio (AMI); ambos graficos son utilizados par
determinar el tiempo deretardo o demorart enlaseric
temporal. En la parte deabajo dela misma figura
estan los graficos que permiten determinar la
dimension de inmersion m de la serie; para tales fines
se us6 el criterio de informacion de akaike y el
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algoritmo del vecino falso; es decir, el tercer grafico se
obtiene ajustando un modelo autorregresivo lineal y se
toma el valor de k que minimiza el criterio de
informacion de akaike, CIA(k) y el cuarto grafico se
obtiene utilizando el algoritmo del vecino falso. La
serie representada en la figura 5 corresponde a una
serie que proviene de un feto sano. En la figura 6, se
muestran los mismos graficos dados en 5, solo que el
dato analizado es una serie temporal que corresponde a
un feto que presenta patologia.

En las figuras 7 y 8 se muestran dos graficos de la
integral de correlacion muestral estimada para un feto
sano y un feto con patologia promedio de cada muestra
con tiempo de retardo y de dimension de inmersion
con valores estimados igualesat=2, m=3y7t=3,
m=4respectivamente.

En las figuras 9 y 10, se muestran los atractores
reconstruidos para un feto sanoy un feto con
patologia promedio de cada muestra con sus
respectivos tiempos de retardo y dimension de
inmersion estimados para valores igualesa t=2,m =
3yt =3, m=4,respectivamente.

Sanos Patologia

P

correlacion para fetos sanos y patolégicos

dmprmt e wmw mee smmmmm s a e



Estimacion de la dimension fractal en series de tiempo...

o -
8 i
o o ;
o a
o
™
l N
o O
- " :
o - & O
r T T T T 1 o
058 D50 0R R 9% 038
Dimensi n de correlaci n de fedos sancs Baoplot de los fetos sanas
g
-} 7%
f o
:
° J 3 s
; oo
w 8 & o o000
8 o
c
[
= i : ' E E o o ‘
a
030 038 100 A ] 1
Dimensi nde corralad n de fifos sancs Cuantiles de la nomal estEndar

Figura 3. Prueba de normalidad de los datos fetos sanos

o —
5 | i
o
% ] =
@ :
- ;- K
r T T T T T | o
082 ©0B4 0826 082 090 092 054
Dimensi n de corelaci n de felos con patoiog as Boxplot de los fetoe con patolog as
-
o~
- § 4 ° o o
2 - 4 M
§ 27 2
=y -]
L o
- 3
= 8
- 3 =] 2
o 8
3
& c 3de
T T T T T ° T T T
DE0 085 0s0 0ss 1.00 g -1 o 1
Dimens! n de comelacl n 0e %elos con patoiog s Cuanties 92 fa normal estEndar

Figura 4. Prueba de normalidad de los datos fetos patologicos

REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL.21(1):2009.35-45.



Ortega, J.; Infante, S.; Gonzdlez, X.

® Series dataSGZ Average Mutual Information
g o
3 o |
2]
©
i 2] !
5 ok
o -1 =
s o~ < I
S o 7
g '-11-.-Iruﬁ-h-'r|-“|-r- —
2 ™~ e R R e,
= y — Q. i
§ o —— 2 |I|IIIII|=||||I| Ly
3 0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20
Numeros de lag en un feto sano lag
False nearest neighbours
@0
[ E € ™
o - =3
T R 3 g - S— s
2 - * c -0 ———0
= R % 2
5 -] g
g 8 & &
= . 8 R
(5] | a
o {— o -
T T T T 1T T B | PR R N N PR PR
0 5 10 15 20 25 30 ® 1.0 20 0 40
Orden de la serie en un feto sano embedding dimension
Figura 5. Espacio de fase feto sano (t=2,m=3)
® Series dataAC Average Mutual Information
g
[~ ‘g 2
w
A < -
E o
g % 5 ¥
= w
¥ o
3 o Mingnoccsanaenee. o |
s 9 Fo---o----------- e W g gy
3 T T e T l T T 1 T
ug_ D 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20
Nimeros de lag en un feto con patologia lag
False nearest neighbours
n
£ 8=
@ =1 -
.-E \ g“ -
3 o c
< 9 4 { = 9 _lo.
= § @ !
g [ 3 o
= [ - S
s 81| i i
3] ".\ - a
B e e I B 5 4 T T T T
0 5 10 15 20 25 30 # 1 2 3 4 5
Orden de la serie 2n un faio con patclogia embedding dimension

Figura 6. Espacio de fase de un feto patolégico (t1=3,m=4)

REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL.21(1):2009.35-45.



Cl(e)

Estimacion de la dimension fractal en series de tiempo...

Sample correlation integral

—

0.20
1

I

C(e)

0.10
1

/

E
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Figura 8. Integral de correlacién muestral feto
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DISCUSION DE RESULTADOS

Para lograr los objetivos trazados en este trabajo se
analizaron dos grupos de sefiales cada uno de tamafio
14, se estimd la dimension de correlacion de
ambos grupos de estudios y se realizé un test de
hipotesis suponiendo que las muestras obtenidas

son independientes idénticamente distribuidas de
poblaciones normales; es decir, serealizouna prueba
t para ladiferencia de medias, obteniéndose un¢=
3.05, conun p-valor iguala0.0093, indicando que hay
diferencia significativa entre los promedios de las
dimensiones de correlacion entre fetos sanos y fetos
con patologias. También se estimo un intervalo de
confianza del 95 % para las diferencias de medias igual
a(0.0083,0.048),el cual concuerda con los argumentos
anteriormente esbozados; es decir, dicho intervalo no
contiene el cero lo que implica que hay una diferencia
entre las medias.

En lafigura 2 seobserva una marcada diferencia
entre la dimension de correlacion estimada para los
dos grupos de estudios; es decir, los fetos con
patologia presentan en promedio una dimension de
correlacion inferior que los fetos sanos.

Un problema fundamental a considerar para
reconstruir el espacio de fase mediante una serie
temporal univariada es la seleccion de los parametros
m y t en el vector dado en (3). Si la demora
reconstruida es muy pequefa las coordenadas del
vector son muy parecidas y el atractor reconstruido se
concentraria en la diagonal del espacio de fase. Por
otro lado, si la demora reconstruida es muy grande las
sucesivas coordenadas del vector de demora no estan
relacionadas y el atractor reconstruido no muestra la
verdadera dindmica. En este trabajo se propusieron
dos métodos para estimar el tiempo de retardot y dos
técnicas para estimar la dimension de inmersion m.
Para estimar 1 seutiliza la funcion de correlacion y
indice de informacion mutual promedio AMI. La
funcion AMI puede ser considerada como una
generalizacion de la funcion de autocorrelacion que
solo suministra una medida de dependencia lineal de
los datos. La funcion AMI promedia sobre todas las
observaciones en funcion de ciertos retardos;
especificamente, suministra un promedio de cierta
cantidad de informacién sobre v,; dado v,. El mejor
estimador del tiempo deretardo o demora es el primer
mnimo de la serie AMI. Para un feto sano promedio se
tiene que un valor de retardo aproximado est =2ym
=3;ypara un feto patologico promedioelt=3ym=
4.

En las figuras 7 y 8 se puede observar que la
integral de correlacion muestral  se estabiliza

aproximadamente en C () =0.94 con € =50 para el feto
sano, mientras que para el feto con patologia se

estabilizaen C (€) =0.92 con C=90. Enlasfiguras9y
10 se puede observar que la dinamica del atractor
reconstruido para una feto promedio sanoes muy
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diferente al obtenido por un feto promedio con
patologia, es decir; la dindmica es mucho mas
compleja para el feto sano que el feto con patologia.

CONCLUSIONES

En este trabajo se presentan una técnica para el
analisis no lineal de series de tiempo que provienen
de sistemas fisioloégicos. En particular; se han
analizado senfiales de la frecuencia cardiaca fetal,
estos resultados a futuro podrian servir de ayuda para
la elaboracion de técnicas de diagnostico de
patologias, control de embarazos y discriminacion de
enfermedades cardiacas. También podrian ser
utilizadas como analisis exploratorios, que sirvan de
base para estudios mas profundos.

Se estimo la dimension de correlacion de ambos
grupos de estudios y serealizo un test de hipdtesis
resultando diferencias estadisticamente significativas
entre los dos grupos de estudios. Se obtuvo unt=
3.05, conunp-valoriguala 0.0093.

La integral de correlacion estimada con valores
pequefios sugiere que la dinamica del sistema puede
ser modelada por un sistema deterministico de baja
dimension.

La dinamica del atractor reconstruido para una
feto promedio sano es muy diferente al obtenido
por un feto promedio con patologia, es decir; la
dindmica es mucho mas compleja en el feto sano que
en el feto con patologia.

No se tratd la influencia de la frecuencia cardiaca
materna en la sefial fetal, aun cuando el software de
captura del monitor fetal utilizado filtra este ruido, es
una variable que esta presente.

Los datos se obtuvieron el papel termosensible.
Esto aporta un nivel de ruido muy elevado en los
datos. Actualmente hay monitores fetales que
digitalizan vy filtran la sefial, permitiendo ademas
mayor tiempo de monitoreo, esto podria mejorar
los resultados en estudios futuros.

Se dejo de lado la determinacion de otros
indicadores de complejidad tales como los exponentes
de Lyapunov, mapas de Poincaré, analisis por
componentes principales, dimensién de informacidon
ymedidas de entropias entre otras.
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RESUMEN

Latopologia de interconexion de los sistemas complejos determina, en buena medida, el comportamiento macroscopico de los mismos.
Este hecho hace pensar que existe algun tipo de red cuya conectividad puede maximizar o minimizar el valor de ciertos parametros de
orden del sistema. Para estudiar esta posibilidad se modifican las caracteristicas del grafo de interconexién de la red mediante un
algoritmo genético que, partiendo de una poblacion inicial de redes de mapas acoplados, crea nuevas redes. En particular, se emplean
redes de mapas logaritmicos acoplados con dindmica cadtica de sus elementos y el pardmetro de orden a minimizar esuna funcién que
involucra la desviacion estandar y el numero de enlaces promedio de los estados de los mapas. Para implementar el algoritmo
genético se creo un operador genético que permite combinar matrices de acoplamiento para obtener una nueva generacion de redes.
Una vez que los mejores individuos de la poblacion converjan, se caracterizan buscando propiedades topoldgicas comunes. Como
resultado del proceso de optimizaciéon mediante algoritmo genético utilizado en este trabajo se obtuvo que el fendmeno de
sincronizacion emerge conmayor facilidad sobre una topologia de conectividad aleatoria tipo Erdos-Rényi.

Palabras Clave: Algoritmo genético, redes de mapas acoplados, optimizacion, grafos

ABSTRACT

The interconnection topology of complex systems determines, in good measure, their macroscopic behaviour. This fact
suggests that there is some sort of network connectivity which can maximize or minimize the value of certain parameters of
order ofthe system. To explore this possibility, the interconnection graph features of the network are modified using a genetic
algorithm that, starting with an initial population of coupled maps networks, creates new networks. In particular, coupled
logarithmic map networks with chaotic dynamics ofits elements are used and the parameter of order to minimize is a function
that involves the standard deviation and the average number of links of the maps states. To implement the genetic algorithm, a
genetic operator that allows to combine coupling matrixes isused to get anew generation of networks. Once the best
individuals of the population converge, they are characterized looking for common topological properties. Asa result ofthe
optimization process through genetic algorithm used inthis work it was obtained that the synchronization phenomenon emerges
with greater facility ona random Erdos-Rényi topology.

Key Words: Genetic algorithm, coupled map networks, optimization, graph
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Optimizacion de la conectividad de redes de mapas acoplados...

INTRODUCCION

Enlos ultimos tiempos ha aumentado el interés
por estudiar sistemas complejos y en especial la
relacion que existe entre topologia y dindmica de
lared. Se ha determinado que la estructura de la
red juega un rol importante en muchos casos,
como por ejemplo en redes sociales, ecosistemas,
redes neuronales, el cerebro, Internet o el Word
Wide Web. Para estudiar este tipo de sistemas se
han construido modelos donde, en general, cada
nodo de una red sufre un proceso dindmico
mientras estd acoplado a otros nodos. El
comportamiento colectivo del sistema depende
fuertemente en la eficiencia de los caminos que
comunican los nodos, la cual estd dictada por la
topologia de lared (Fatihcan, M. 2004; Fatihcan, M.
2006y Arenas,A. etal. 2006).

Particularmente, un gran numero de estudios
se han enfocado en la sincronizacion de redes de
mapas acolados, que son modelos de sistemas
dindmicos donde el tiempo y el espacio
permanecen discretos y los estddos son continuos.
Las redes de mapas acoplados fueron introducidas
simultdneamente por (Kaneko, R. Kapral, R.y
Kuznetsov, S. entre 1983 y 1984). Sin embargo,
la mayoria de estos estudios se han hecho con
una conectividad regular, es decir, cuando las
unidades estdn acopladas sobre una red
cuadriculada a sus vecinos mas cercanos o cuando
estan acopladas globalmente. Ultimamente se ha
estudiado la sincronizacién con otros tipos de
topologia, como son las redes aleatorias
(Alvarez, A. et al. 2007), la tipo mundo pequefio
(Barahona y Pecora, 2002; Cosenza, M. y Tucci, K,
2002; Gémez, J. et al. 2007; Hong, H. et al. 2002),
arboles (Cosenza, M. y Tucci, K, 2001), fractales
(Tucci, K. y Cosenza, M., 2004; Mandelbrot, B. 1975;
Mandelbrot, B. 1982), redes libres de escala
(Donetti, L. 2008; Sorrentino, F. et al. 2006.), entre
otras.

En este trabajo se busca determinar las
propiedades topoldgicas de la red que faciliten el
surgimiento del fendmeno de sincronizacidon con
el minimo nimero de enlaces posible.

La sincronizacién es hacer que coincidan en el
tiempo dos o mas fenomenos, en nuestro caso

hacer que se aproximen en el tiempo los valores
de los estados de los nodos de la red inducidas
por el mapa acoplado. Paraello, partiendo de
una poblacion inicial de redes de mapas caoticos
acoplados seutiliza un algoritmo genético para
crear nuevas redes. Las redes se evaltan
mediante una funcidn que involucra la desviacidon
estandar de los estados de los nodos y el nimero
de enlaces promedio de la red. La desviacion
estandar es el parametro de orden que refleja el
estado de sincronizacion del sistema. El
algoritmo genético aplica un operador genético a
las matrices de acoplamiento disefiado para
hacer evolucionar a la poblacion de redes. El
proceso se repite tantas veces como sean
necesario para que la poblacion converja a la
estructura buscada. Por ultimo se analizaran las
redes resultantes para encontrar caracteristicas
comunes que reflejen la estructura de las redes
obtenidas. Para ello se emplean algunas medidas
como el coeficiente de agrupamiento; la longitud
caracteristica; el numero de enlaces promedio,
maximo y minimo de los nodos de cada red; y la
distribucion de grados de la red.

METODO
Para este trabajo wusaremos una red de
mapas acoplados con acoplamiento difusivo,

compuesta por N=5000nodos, y definida por:

xit + )= (1 =¢ef(xi(r)) +

€
N o),
J€EVi
donde, x, (7) es el estado del elemento i en el
tiempo discreto 7,/ indexalosnodosconi=1,2,
..., N, crepresenta el coeficiente de difusion, /'
(x) es un mapa no lineal caotico y representa la
dindmica local de cada nodo, v,es el conjunto de
nodos vecinos del elemento i cuya cardinalidad
viene dada por N,, por lo que la sumatoria es
sobre todos los elementos j pertenecientes a la
vecindad de i. La fuerza de acoplamiento se fijo
en € = 0.41, de forma tal que los individuos poco
aptos no llegasen a sincronizarse.
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El mapa f{x) que se usa es el logaritmico,
definido como:

x.,=f(x)=b+Inlx|, 2)

Donde, b es el pardmetro de control. La
eleccion del mapa logaritmico de basa en la
dificultad de sincronizarlos ya que en la region
caotica, b € (— 1, 1), no presentan ventanas
periodicas.

El estado sincronizado en el tiempo ¢ se
define como x,(#) = x,(¢) Vi, j. La sincronizacion
de los elementos delared puede ser

Caracterizada mediante el promedio temporal
(o) de la desviacidn estandar instantanea de los
estados del sistema

N Y J— .
o, = \/Zi=1 x(;\)] xl(t) ’ (3)

Donde X=Y" xi(1), es el promedio instantineo
de los estados de los nodos del sistema.

Para el proceso de optimizacién se define
como el genotipo del individuo a la matriz de
adyacencia del grafo, de tamafio N x N, definida
como

1
M]={0

El tipo de grafos utilizados en ente trabajo
sonno dirigidos y sinbucles por loquela matriz
de adyacencia debe cumplir con M,= M,y M =0
respectivamente.

La optimizacién de la poblacion de las
redes de mapas acoplados se lleva a cabo
mediante un algoritmo genético que parte con
una poblacion inicial de redes de compuesta
por: ochenta redes aleatorias conun grado de
vértice promedio 5 £k <15 (Erdos, P. y Rényi A,
1959; Erdos, P. y Rényi, A. 1960; Erdos, P. y Rényi, A.
1961); cinco redes regulares de dimensiond =1,
2,...,5ygradodevecindadk=1,2,...,5;cinco
redes small world con dimension del sustrato
iniciald=1,2,...,5, grado devecindad inicial x
=1,2,...,5yprobabilidad de reconexion p e
[0, 1] (Watts, D. y Strogatz, S., 1998), cinco redes
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,S1j € o
, de lo contrario ’ Vij. (4)

tipo arbol con ramificaciéon r=1,2,..., 10
(Cosenza y Tucci, 2001) y cinco redes fractales
tipo triangulo de Sierpinski de dimension
d =1,2,...,5(Cosenzay Tucci, 2002); para un
total de 100 individuos. Eltamafio de lasredeses
N = 5000 nodos, por lo que el genotipo de cada
individuo esta compuesto por N*=25 x 10'genes.
Con cada individuo se simula la dindmica de la
red de mapas acoplados definida por su matriz
de adyacencia utilizando el software ISyS,
Inomogeneus System Simulator (Tucci, K.
2002). Luego se evalua el desempefio del
individuo usando la funciéon objetivo ¢ y se
actualizan los criterios de parada del algoritmo
genético. De no cumplirse los criterios de
parada, secreauna nueva generacion mediante
la aplicacion de operadores genéticos de
recombinacion y mutacion a la poblacion actual.
Esto ultimo se repite hasta que se cumpla el
criterio de parada.

La nueva generacion esta conformada por: los
diez mejores individuos, diez individuos
provenientes de lamutacion de los diez mejores,
diez individuos provenientes de la recombinacion
de los diez mejores con diez redes aleatorias que
no sean las diez peores, treintay cinco individuos
que resultan de larecombinacidn aleatoria entre
los ochenta individuos que no sean lo diez
mejores ni los diez peores, cinco nuevos
individuos con red aleatoria, cinco con red
regular, cinco con red small world, cinco con red
tipo arbol y cinco con red fractal. Los pardmetros
usados para nuevos individuos son los mismos
que los usados en la creacion de la poblacion
inicial.

Como el tamafio de las redes tipo arbol y
fractales depende de sus parametros de
construccion es necesario ajustar el algoritmo de
construccion de la matriz de adyacencia para
que esta represente un grafo de tamafio N =
5000. Para ello se trunca el algoritmo de
construccidn obteniendo grafos como los que se
muestran enla figura 1.

Con el algoritmo genético se plantean dos
busquedas minimizando la funcion objetivo. La
primera utiliza la funcion objetivo

¢.=(0) )
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Figura 1. a) Red de 30 nodos con una estructura de arbol 3 regular. b)Red de
25 nodos en una estructura fractal de triangulo de Sierpinsky de dos dimensiones.

Notese que esta funcion no limita el numero de
enlaces de la red lo que permite llegar
eventualmente a una red globalmente acoplada
(Cosenza y Gonzalez, 1998; Cosenza y Parravano,
2001; Cosenzay Parravano,1996).

Para evitar el aumento indiscriminado del nimero
de enlaces del grafo se plantea una segunda
busquedautilizando la funcién objetivo

¢.=(c) +(kx 10))
En la funcion objetivo @, el peso del nimero
promedio de enlaces por nodo k, comienza a ser
significativo una vez que el sistema sincronice,

esdecircuando (6) < 10..

La nueva generacion estd conformada en parte
por individuos resultantes de mutaciones y
recombinaciones hechas sobre individuos de la
poblacién precedente. El operador de
recombinacion, que actia sobre dos individuos
representados por sus respectivas matrices de
adyacencia Ay B crea un nuevo individuo C .
Para ello el operador crea el conjunto V, con N/2
nodos del padre A seleccionados aleatoriamente y
otro conjunto V,

V.con los N/2 restantes. De esta forma se tiene que
vV, "'V, =6 yV, UV, =12,..N.

matriz de adyacencia C del hijo de Ay B se
define en dos pasos, en el primero se establecen
los enlaces definidos por uno de los padres, es
decircuando/, je V,conM=A 0 B,como

o A,j ,Sll,jel/A
CI’J - {B,j ,Si l,]€ VB ' (7)

El segundo asigna los enlaces que conectan a los
nodos de V,conlosde V,, esdecircuando ieV,, yje/
Vyu, de forma tal que C,= A, o C, = B, con igual
probabilidad. La figura 2 muestra un ejemplo de
recombinacion usando este operador.

Por ultimo, para evitar que el algoritmo genético
quede atrapado en un minimo local, el 5% de los
individuos que provienen del operador de
recombinacién sufre una mutacion. A los individuos
elegidos se les muta el 1% de sus genes, seleccionados
de forma aleatoria, cambiando su estado; es decir,
que se afiade un enlace entre dos nodos desconectados
o se elimina un enlace entre nodos conectados. Este
cambio se representaen la matriz de adyacencia
sustituyendo un O por un 1 o un 1 por un 0

respectivamente.Esta mutacién no aplica a los
elementos en ladiagonal delamatriz de adyacencia,
M, y como la matriz de adyacencia es simétrica al
mutar a la componente M, también se muta la
componente M.

Con este conjunto de parametros y condiciones, el
algoritmo  genético converge antes de las 100
generaciones. Con el fin de caracterizar la topologia
de los mejores grafos (Costa 'y Rodriguez, 2007), a los
10 mejores individuos de la tltima gene racion se les
mediran el coeficiente de agrupamiento, la longitud
caracteristicay el grado de sus vértices.

El coeficiente de agrupamiento caracteriza la
presencia de ciclos simples de orden tres y se define
como

3NA
C = , 8
N, )
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Padre 1 Padre 2
@ b ecd e f a b ¢ d e f
a 0 001 01 a o1 0 1 1 0
b 001 1 00 b 1 00 0 1 0
& 01 01 10 c o001 01
d (1 1.1 0 0 0 d |1 01 0 0 1
e 001 0 01 e 1 1 00 0 0
i 1 00 0 1 0 F 0o 01 1 00
P—
Z Hijo
a b e d e f a b e d e [ a b e d e f
a (0 0 1 | a (0 0 1 a (01 01 0 0
b 0 1 0 b 0 1 0 b 1 01 0 1 0
c 0 0 > C 0 01 » C o101 10
d ) 1 1 0 0 d 1 01 0 0 1
g 1 0 e 1 0 0 e (01 1 0 0 0
i 0 0 i 0 0 F 0 00 1 00
Conectividad interna Conectividad comun Conectividad no comuin

Figura 2. Proceso de recombinacion. En primer lugar se seleccionan las filas que cada padre
heredaria al hijo, en este caso el padre 1 hereda las filas a, ¢ y d; mientras el padre 2 las filas
b, ey f. Tenemos dentro de cuadros grises los vértices que pasan directamente al hijo. Del resto de
los elemento los que son comunes en ambos padres también se copian y finalmente cada uno de los
no comunes se asignan copiando al azar a uno de los padres.

donde, el numero de ciclos simples de grado tres dentro
delared, N,, viene dado por
Np = Z M Mg My (9)
k>j>i
Por su parte, el tripel contexto N3 es un grupode tres
vértices donde hay un vértice central que se conecta a

los otros dos directamente por medio de un enlace y se
define como

Ny= > (MyMiy+ Mji M;

k>j>i

My M) .

(10)
En ambos casos las sumatorias son sobre el conjunto
de vértices diferentes i,; y k.
La longitud caracteristica es el promedio de la
longitud de los caminos mas cortos entre todos los
posibles pares de vértices y se define como

1
Zdijy

B N(N_ 1);'75]'
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[ (11)

donde, dj el la longitud del camino mas corto que
conectaalos vérticesiy.

Por suparte, el grado de un vértice i, ,, es el numero
de enlaces incidentes a i. El nimero de enlaces que
posee el vértice de mayor grado dentro de un grafo se
denomina £, y el numero de enlaces que posee el

‘max

vértice de menor grado en toda lared se denomina

El promedio de los grados de todos los vértices viene
dado por

k

N k.
2y

i=1

(12)

La distribucién de grado, P (k), indica la fraccion de
vértices de una red con grado k. Dependiendo del tipo
de red la distribuciéon puede ser de Poisson,

exponencial, funcion delta y ley de potencias entre
otros.

RESULTADOS

En la figura 3, se muestra el progreso generacional
del mejor individuo y de lamedia de los diez mejores
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individuos utilizando la funcion objetivo ¢ = (c). En
ella se observa una rapida tendencia a la convergencia
tanto del mejor individuo como de la media de los diez
primeros. La desviacion estandar del mejor individuo
converge en la generacion 26, a partir de este punto se
puede decir que el promedio de la desviacion estandar
instantanea del mejor individuo es (c)10” °, con
oscilaciones alrededor de este valor'. Por su parte la
media de la desviacion estandar promedio de los diez
mejores individuos se mantiene acotada (c10)<10 °a
partir de la generacion 25.

En la figura 4, también se muestra el progreso
generacional, pero esta vez utilizando la funcién
de evaluacion ¢, = (o) +(k+107°).En este caso la
convergencia es mas rapida que en el caso anterior.
La funcién de evaluacion del mejor individuo
converge en la generacion 13 a ¢,= 10", igual que, en
el caso anterior se observan oscilaciones alrededor de
este valor. Del mismo modo, la media de los diez
mejores convergea 107,

En la figura 5, podemos ver los valores de
longitud caracteristica y el coeficiente de
agrupamiento de las diez mejores redes
resultantes al aplicar la primera funcion objetivo,
¢, . Se puede apreciar que para las 10 redes los
valores del coeficiente de agrupamiento es C <<1
ytambién la longitud caracteristicaes/<<N.

01+ =4
ne g g
LI ..'_:-...‘ooaoo...
0,01 L e "om Ta o,
Y e I \
f | A . -
i | LU N I I
1E-3 VL) . "
AR
\/ |
1E-4 VooV s
. | v/ ]
= El Mejor o .
1E-5 ¢ Promedio de los . \
10 mejores. L]
O 1es
1E7 "
1E4[VANANAATY NS .
L1ES \
B84 4ca '}. .
30 40 50 60 70, 80 90 100 .
189 Generacion .
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr1rr1
0 2 4 6 B8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

. . ~ Generacién
evaluacion ¢ = (¢) del individuo mas aptoy de la
media de los diez primeros. En un cuadro mas
pequeiio se muestra el comportamiento de la
funcion de evaluacionen el area de convergencia.

1 . o
El valor de (O) es levemente mayor que cero debido a errores numéricos.

2
0.1+ 1E-3
3 » =
1E-4
- 20 30 40 50 80 70 8O SO 100
. - Generacion
. .- . o .
0,01 4 b .
] L] .
| —a * o 4
S { \
\ "
1E-3 4 \ L] '
] \ f \ -
] (] A
#— El mejor u
#  Promedio de los ) | \
10 mejores. —a—1
1E-4
—Y—7 77
0 2 4 ] 8 10 12 14
Generacion

Figura 4. Progreso generacional de la funcion de
evaluacién f,=c+(kA107)del individuo mas apto
yde la mediadelos diez primeros. En un cuadro
mas pequefio se muestra el comportamiento de la
funcion de evaluacién en eldrea de convergencia.

Las medidas del coeficiente de agrupamiento
y la longitud caracteristicas de las 10 mejores
redes resultantes de la aplicacion de la funcion
objetivo ¢,se muestran en la figura 6. Al igual que
enel caso anterior setieneque C<<1y/<<N.
En ambos experimentos todas las redes resultantes
son conexas. En las 10 mejoresredes usando ¢, el
rango de valores de k,,, € [2,4]y £k, € [29,34]. La
figura 7 muestra la distribucion de grados de los
vértices de las 10 mejores redes obtenidas al usar la
funcidén objetivo ¢,

* 3'494“‘ ! ®) 0,00298
3,493 000296 { i -
- 1 Tl 0,00294 .
. | 0,00292 ]
134911 ' » ¢ 0,00280
3,490 0.00288
1 0,00286
3'489—‘ 0.00284
sess i | 7| | [ [qr ocomaf| | [ [T1]]

01234567889 01234566788
Red Red
Figura5. Valores de a)longitud caracteristica yb)
coeficiente de agrupamiento de las diez mejores

redes resultantes para el primer experimento
utilizando la funcién objetivo ¢, = (o).
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Figura 7. Distribucion de grado de las redes resultantes del algoritmo genético para ¢,= (¢). Cada
distribucion tiene un ajuste de Poisson. En la esquina inferior derecha tenemos los valores de los
parametros del a justeyla comparacién del parametro r del ajustes con el k¥ tomado

directamente de la red.
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de grado de las redes resultantes del algoritmo genético para ¢,= (c) +k x 10,

Cada distribucion tiene un a juste de Poisson. En la esquina inferior derecha tenemos los valores
de los parametros del ajusteyla comparacion del parametro r del

ajuste con el de &k tomado directamente de la red.
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Notese que en las redes resultantes la distribucion de
grados de los vértices se ajusta a una distribucion de
Poisson. La figura también muestra como los valores
del parametro » de la distribucion de Poisson se
ajustan con los valores de Atomados directamente de la
red.

Alusar la segunda funcion objetivo, o, se tiene
k. €[2.4]yk, €[2831].

La figura 8, muestra que para el segundo
experimento, la distribucion de grados de los
vértices también se ajusta a una distribucion de
Poisson y los valores del parametro r se ajustan

con los valores de k.
DISCUSION DE RESULTADOS

El hecho de que las mejores redes que se obtienen
al aplicar el algoritmo genético tengan longitud
caracteristica / pequefia, coeficiente de agrupamiento
pequefio y una distribucion de grados de los vértices
que se ajusta a una distribucién Poisson hace pensar
que entre el conjunto de posibles redes complejas:
Aleatorias, tipo Small World, libres de escala, etc.; y
no complejas: regulares, tipo arbol, fractales, etc.;
son las redes aleatorias tipo Erdos Rényi las que
permiten que surja el fenomeno de sincronizacioén con
mas facilidad. Esto por lo menos para el conjunto de
parametros utilizados en este trabajo.

En cuanto a la restriccion que se introdujo a la
funcién objetivo ¢, para evitar el crecimiento
indiscriminado del grado de los vértices, se observa
que a pesar que de hay un efecto en el nivel de
sincronizacion que se obtiene en la red, no afecta
sensiblemente las caracteristicas topologicas que se
midieron en este trabajo.

CONCLUSIONES

El proceso de optimizacion mediante algoritmo
genético utilizado en este trabajo dié como resultado
redes cuya topologia permite el fendémeno de
sincronizacion en redes de mapas acoplados con mas
facilidad.

Con el conjunto de parametros usados el estudio
de las redes resultantes, por medio de la longitud
caracteristica, el coeficiente de agrupamiento y la
distribucidén de grado de los vértices de cada red, las
caracterizd claramente como redes aleatorias del

REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL. 21(1):2009.46-55.

modelo de Erdos-Rényi.

El uso de diferentes funciones objetivo altera
ligeramente el valor de & pero no el tipo de red
resultante.

La investigacion hecha en este trabajo puede
ser enfocada en otras direcciones. Usando el mismo
modelo de algoritmos genéticos se puede buscar las
caracteristicas topologicas de las redes que
maximicen o minimicen otras propiedades colectivas
emergentes como por ejemplo la formacion de
dominios, la separacion de fases, el surgimiento de
turbulencia, entre otras. También es posible utilizar
otros caracterizadores de la topologia de los grafos
ademas de la longitud caracteristica, el coeficiente de
agrupamiento y la distribucion de los grados de los
vértices; como por ejemplo la vulnerabilidad, el grado
de bipartividad, la dimensionalidad fractal, entre
otros.
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RESUMEN

El transporte de personas y bienes de un sitio a otro dentro de cualquier centro urbano esta relacionado principalmente con la
actividad econdmica, lo cual hace que su estudio tenga una gran importancia para el mejor desenvolvimiento de las actividades
generadas en el medio urbano. Con la introduccion de un modelo basado en automatas celulares se demuestra que, enun tramo de una
cierta via urbana, la densidad de trafico tiende a aumentar en la medida en que se incrementan las unidades de transporte publico
colectivo que circulan enesa via.

Palabras Clave: Densidad de trafico, automatas celulares.

ABSTRACT
Goods and public transportation from one place to another inany urban spaceis mainly related to economic activity, which makes it
an important study for the best development of all activities there. Using a cellular automata model it has been shown that in a section of

any urban road the traffic density increases whenever more public transportation passes through it.

Key Words: Traffic density, cellular automata
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INTRODUCCION

Los estudios de transporte y vialidad tienen
una gran importancia para el desarrollo urbano
local de una ciudad. Estos estudios se caracterizan
por el andlisis de la estructura y el funcionamiento
de los sistemas de vialidad y las modalidades de
transporte con el fin de determinar y caracterizar
los principales problemas que afectan el
desenvolvimiento normal de las actividades
propias del medio urbano, para asi poder llegar a
la proposicion de soluciones factibles y que no
requieran de un largo tiempo para llevarse a
cabo (MINDUR, 1981).

Actualmente, existe una mayor demanda de
transporte publico debido al incremento de la
poblacién y la multiplicidad de rutas y viajes
que realiza esta poblacion para desplazarse,
hecho que genera un desequilibrio entre el
aumento de rutas y medios de transporte y la
necesidad de mejoramiento del sistema vial, tal
desequilibrio se ha transformado en problemas
para la poblacion en las ciudades, ya que al
producirse congestiones, €stas a su vez generan
contaminacidn y pérdidas de tiempo que, en cierto
modo, tienen que ver con pérdidas econdmicas
(Agenda Habitat Espafia, 1997). Parte de los
estudios llevados a cabo para proponer soluciones
a estos problemas estan relacionados con el
modelado de flujo de trafico vehicular. Este
modelado sepuede basar, ya seaenteorias con
enfoque macroscépico, como lateoria de gasesy
dinamica de fluidos, o en teorias con enfoque
microscopico, como las desarrolladas sobre
autématas celulares (Ramirez, M. 2004).

Los modelos que utilizan autdématas celulares
para modelar flujo de trafico tienen la ventaja
de poder utilizarse eficientemente en la
simulacion  por computadora debido a que
manejan una dindmica que evoluciona en pasos
discretos. Un autdmata celular consiste en una
estructura de celdas en un espacio dado, en un
conjunto de variables que definen el estado de la
celda y en un conjunto finito de reglas que
especifican cdmo evolucionan los estados de las
celdas (Wolfram, S. 1986).

En este articulo se presenta un modelo tipo
autémata celular para el estudio de tréafico.

Especificamente, investigamos el efecto de la
densidad de vehiculos de transporte ptblico y de
vehiculos particulares en la fluidez del trafico
enuna viaunidireccional.

METODO

El modelo que se plantea representa un
tramo de una via local urbana unidireccional con
un solo canal de circulacion. La representacion
del tramo se hace por medio de una matriz de
tamafio Lx3, donde L corresponde a la longitud
del tramo, expresado en numero de celdas. En este
trabajo fijaremos L = 40. Cada elemento de la
matriz, que representauna celda, puede tomar los
siguientes valores:

0 Espacio vacio.

1 Vehiculo particular.

2 Autobuts.

3 Acera.

4,5,6 Parada de autobus.

Figura 1. Ilustracion del movimiento de los
vehiculos

Los vehiculos particulares y colectivos publicos
(autobuses) solo pueden avanzar silaceldaproximaa
ellos estd desocupada, realizando cada autobus sus
respectivas paradas en los espacios asignados, donde
el tiempo que tardan en hacer el montaje y desmontaje
de pasajeros es aleatorio. La figura 1 y la figura 2,
ilustran la transmision entre los estados de las celdas.

El modelo permite variar el porcentaje de celdas
ocupadas por vehiculos o autobuses con respecto a
celdas de espacios vaciosy el porcentaje de autobuses
que circulan respecto a vehiculos particulares.

Elporcentaje total de celdas ocupadas se define en
este caso como el valor probabilistico de ocupacion
vehicular G,, donde » representa la fraccion de
espacios ocupados por vehiculos (colectivos o
particulares) circulantes con respecto al nimero
de espacios vacios. Esta  cantidad se expresa
como

n

Gn_lO

%100, n=1,2,3,.,10. (1)
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Figura 2. Representacion de la evolucion temporal de un
fragmento de la matriz que representa el tramo de la via urbana

El porcentaje total de celdas ocupadas por
vehiculos de transporte publico se define en este caso
como el valor probabilistico de ocupacién vehicular
de transporte publico P, , donde m representa la
fraccion de vehiculos de transporte publico
circulantes con respecto al nimero de vehiculos
particulares. Esta cantidad se expresacomo

P, = % %100, m =1,2,3,..,10. (2)

El algoritmo utilizado es el siguiente:

1. Creacidn de la avenida.

2. Creacion de vehiculos y autobuses en la primera
fila.

. Movimiento de vehiculos y autobuses.

4. Conteo de trafico.

98]

El tiempo y el espacio para el avance de los
vehiculos y autobuses son discretos. El conteo del
trafico se hace llevando el control de los vehiculos y
autobuses que entran y salen del tramo de la via en
estudio, y esto permite calcular la densidad de

trafico @, que es el nimero de vehiculos o autobuses
que hayenun tramo devia, yeneste caso se expresa

como E S
=7 3)

REVISTA CIENTIFICA UNET/ VOL. 21(1):2009.56-59.

donde E es el numero de vehiculos particulares y
autobuses que entran, S es el numero de vehiculos
particulares y autobuses que salen, y L es la longitud
deltramo de via.

RESULTADOS

Tomando en cuenta que el tiempo que los
autobuses tardan en hacer las paradas es aleatorio,
se hicieron varias pruebas, dejando fijo G, para cada
valor de n'y variando m en P, para cada prueba. Luego
se obtuvieron promedios de los distintos valores
densidad de trafico con respecto a cada valorde P,,. En
la figura 1, se puede apreciar como varia la densidad
de trafico @ a medida que incrementa el valor
probabilistico de ocupacion vehicular de transporte
publico P, para distintos valores probabilisticos de
ocupacion G,.

DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Distintos valores de G, corresponden a valores de
densidad de trafico muy cercanos que incluso en
algunos casos coinciden. Esto seapreciaen la figura
1 cuando 7 tiene valores altos (n=7 y n=10) y cuando n
y tiene valores bajos (n=ly n=3). El otro valor
probabilistico de ocupacion vehicular (n=5) difiere de
los demdas casos, ya que, al aumentar el valor
probabilistico de ocupacion vehicular de transporte
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probabilistico de ocupacidon vehicular de transporte
publico, los valores de densidad de trafico no se
superponen, y los errores obtenidos debido al
promedio de las densidades de trafico de las distintas
pruebas son mayores.

A excepcion de los valores probabilisticos de
ocupacion bajos como en n = 1, para el cual no se
presentan cambios, la densidad de trafico para el resto
de los valores de n, tiende a aumentar en la medida en
que se incrementa el porcentaje de autobuses con
respecto a vehiculos particulares.

0,8 - * G
= G3
4 * G5
a-G7 T . i— —
. v - o A o -
0.4~ _ad." s -“’i,,"':v & . 1
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” o
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Porcentaje de autobuses

Figura 3. Variacion de la densidad de trafico
debido al aumento del porcentaje de
circulacion de autobuses. G,con n=1,3,5,7,
10 representan las variaciones
para diferentes cantidades de vehiculos o
autobuses que circulan en relacion a espacios
vacios.

CONCLUSIONES

Con un modelo basado en automatas celulares
hemos estudiado el flujo de trafico en un tramo de una
via urbana unidireccional. Nuestros resultados
muestran que la densidad de trafico tiende a aumentar
con el incremento de unidades de transporte colectivo
(autobuses). En el modelo planteado, el tiempo de
parada de los autobuses para el montaje y desmontaje
de pasajeros es aleatorio y, debido a esto, se generan
conflictos de fluidez y de desplazamiento vehicular.
Por lo tanto, cabe suponer queun control del tiempo
de parada y del porcentaje de autobuses respecto a
vehiculos particulares pueden contribuir a generar una

mayor fluidez en el trafico urbano.

Los modelos que utilizan autdmatas celulares
constituyen herramientas computacionalmente
eficientes a la hora de realizar estudios y diagnésticos
relacionados con la problematica vial y de transporte
publico de pasajeros, ya que permiten plantear
respuestas y soluciones a problemas relacionados con
trafico vehicular.
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RESUMEN

Se investiga un modelo de mapas caoticos acoplados donde la estructura de conectividad depende de los estados de los mapas. Las
propiedades topoldgicas de la red de conectividad se cuantifican mediante el coeficiente de agrupamiento y la distribuciéon de
probabilidad de las conexiones. Partiendo de diferentes tipos de redes de conectividad iniciales, las conexiones entre los mapas son
recableadas enbusca deuna sincronizacion en el sistema. Se encuentra que, independientemente de la red inicial, existe un valor critico
de laintensidad de acoplamiento entre los mapas porencima delcual el sistema alcanza una estructuradered depequefio mundo. Este
mecanismo podriaexplicar el origen de muchas redes de pequefio mundo en lanaturaleza.

Palabras Clave: Mapas cadticos. Sincronizacion., redes de pequefio mundo, coevolucion.

ABSTRACT
We investigate a model of coupled chaotic maps where the connectivity structure depends on the states of the maps. The topological
properties of the network are quantified through the clustering coefficent and the probability distribution of connections. Starting
from different types of networks, the conections between the maps are rewired in search of synchronization in the system. It is found that,
independently of the initial network, there exists a critical value ofthe parameter describing the coupling between the maps above

which the system reahes a small world structure. This mechanism may explain the origen of many small-world networks in Nature.

Key Words: Chaotic maps, synchronization, small-world networks, coevolution.
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INTRODUCCION

Es bien conocido que las redes de pequefio mundo
(Watts y Strogatz, 1998) pueden  describir
propiedades de conectividad de muchos sistemas
naturales y artificiales. Una red de pequefio mundo
posee una longitud caracteristica entre nodos
pequeiia y un coeficiente de agrupamiento grande. En
particular, se ha encontrado que una gran variedad de
sistemas complejos, tales como las redes neuronales,
cadenas de reacciones enzimadticas, propagacion de
epidemias, la world wide web, redes sociales, entre
otras, son bien modelados mediante una estructura de
pequefio mundo. Entre otras propiedades, se ha
demostrado que las redes de pequefio mundo
optimizan la transmisién de informacién en los
sistemas (Newman et al. 2000).

La pregunta fundamental que ha intrigado a
los investigadores durante los ultimos afios es cual
es el mecanismo que da origen a una estructura de
pequefio mundo en un sistema? (Zimmermann, et al.
2004, Holme y Newman 2006). En este articulo
exploramos un modelo propuesto recientemente
(Gong y Leeuwen, 2004) como un posible mecanismo
para la emergencia de una red de pequefio mundo en un
sistema de mapas cadticos. Mostramos como la
buisqueda de sincronizacion entre los elementos de un
sistema conduce a una topologia de conectividad con
propiedades de pequefio mundo. Especificamente
demostramos que la evolucidon hacia una red de
pequeiio mundo basada en esta dindmica es un
proceso robusto, es decir, es independiente de la
estructura de la red inicial que forman los elementos
cadticos interactivos.

MODELO

Consideramos un sistema de N  mapas
acoplados de laforma (Gongy Leeuwen, 2004)

. . € .
X = (- /) + 2 3 A). (1)
Ljevi
donde x', eselestado delelemento i (i =I,...,N)
en el instante de tiempo discreto n; v, es el
conjunto de vecinos acoplados directamente conien
ese instante y &V, es la cardinalidad de ese conjunto. La
conexion se supone bi-direccional. El parametro 6
mide la intensidad del acoplamiento entre los
elementos y f(x) es el mapa que describe la
dindmica local cadtica. En este trabajo asumiremos

un mapa logaritmico f(x)=b+/n|x|, x €(—w, »), como

dinamica local. Este mapa presenta caos robusto, sin
ventanas periodicas ni bandas cadticas separadas,

en el intervalo de parametro b €[—1, 1] (Kawabe y
Kondo, 1991). En lo que sigue, emplearemos el valor
fijo b =—0,70 para este mapa local en la ecuacion (1).
El tamafio del sistema que utilizamos es N =300y el
numero de conexiones totales entre los elementos del
sistema se ha fijado en Lc =5200.
La coherencia d,(n) entre el mapa iy el mapaj
se define como
d, (n) = xi- xj| (2)

Lacantidad d;(n) mide el grado de sincronizacion
entre los elementosiy.

Supondremos una dindmica coevolutiva entre los
estados de los elementos y las conexiones entre ellos.
Es decir, los estados de los elementos cambian en el
tiempo de acuerdo con la ecuacion (1), mientras que
las conexiones o acoplamientos entre los elementos se
modifican segin una relacion entre esos estados, de
manera que la estructura de conectividad del sistema
también evoluciona en el tiempo.

La dindmica de reconexioén o recableado que
permite la coevolucién del sistema se describe
mediante siguiente algoritmo,

1) Partir de una distribucién inicial aleatoria uniforme

de los estados de los ele-mentos x',€ [, ©] y de una
red de conectividad inicial entre ellos.
2) Se elige un elemento i.
3) Seelige un elemento j, € v, tal que

|x, — xJ!|=max|d;;, (n)].
4) Se elige un elemento j, €/ v, tal que

X}, — xJ?|=min |dy;, (n)].
5) Simin[d,,(n)] <max[d,, (n)], entonces se cambian
las conexiones tal quej,€v,yj, €/ v,.
6) Regresea2)yrepita hasta quen=T,donde T es
un numero escogido suficientemente grande.

Hemos ejecutado el algoritmo anterior para

distintos tipos de redes de conectividad inicial: una red
aleatoria, una red unidimensional regular y una red de
pequefio mundo. Para caracterizar las propiedades
topologicas de la red emergente en este sistema en el
tiempo, calculamos las siguientes cantidades:
1) El coeficiente de agrupamiento C, para cada
elemento i, el cual estd dado por el cociente entre las
conexiones existentes E, entre sus v, vecinos y el
numero total de posibles conexiones entre estos, el
cual esN,(N—1)/2 (Davidsenet al. 2002).
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Entonces, el coeficiente de agrupamiento C de la
red se define como el promedio de los coeficientes de
agrupamiento de todos los nodos,

2F;
C=(C)=(—==L .
@ =(sai=p) O
en otras palabras, el coeficiente de agrupa miento

indica la fraccion media de los vecinos v, del nodo i que
son vecinos entre si.

2) La longitud caracteristica de la red, la cual se
define como el promedio de las distancias mas cortas
entre todos los pares de elementos de la red. El
promedio de estas distancias al elemento i es:

1(D) = Umin G, J)) 4)
donde /

(4 j) representa la distancia mas corta entre
el elemento i y el elemento j. En consecuencia, la
longitud caracteristica de la red es promediada para
todos los elementos i.

le = (10) . ()
RESULTADOS

En la figura 1 se muestra el coeficiente de
agrupamiento C en funcién del tiempo para una red
inicial aleatoria, con distintos valores del parametro
de acoplamiento €. Los valores de C son pequefios al
comienzo, como corresponde a una red aleatoria, y
luego aumentan hasta alcanzar un valor estadistica-
mente estacionario que depende de €. Se encuentran
valores de C altos en un intervalo del parametro de
acoplamiento que corresponden a valores tipicos de
redes de pequefio mundo. Hemos verificado que la
longitud caracteristica disminuye drasticamente en las
primeras 1000 iteraciones y se mantiene pequefia en
el tiempo, como corresponde a una red de pequefio
mundo.

De la figura 1 se desprende que existe una
dependencia de C con el parametro de acoplamiento
€. En particular, para € > 0,5, los indicadores C y lc
alcanzan valores caracteristicos de una estructura de
pequefio mundo. Para ver la dependencia de C con
el parametro de acoplamiento, dejamos estabilizar el
sistema de manera que C alcance un estado
estadisticamente estacionario, en el cual las
fluctuaciones de C en tiempo sean suficientemente
pequefias. Entonces calculamos el valor promedio de
C en el estado estacionario asintotico, el cual
denominamos Cm.
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Figura 1. Coeficiente de agrupamiento C en
funcién del tiempo n para una red inicial
aleatoria, para distintos valores del acopamiento,
indicados.

En lafigura2 se muestra el comportamiento de Cm
en funcién de € para una red inicial aleatoria. Se
observa una transicion en el valor del coeficiente Cm

paraun valor critico de € =0,4. Para €<0,4, C tieneun
valor muy pequeflo, mientras que por encima de ese
valor de €, el coeficiente C comienza a crecer hasta
alcanzar valores grandes, caracteristicos de estructuras
de tipo pequeiio mundo para € >0,6. Para corroborar
esto, calculamos la distribucion de probabilidad del
numero de vecinos en la red p(v), como se muestra en
la figura 3.La distribucion p(v) es de tipo gaussiana
centrada alrededor de un valor medio del nimero de
vecinos, lo cual esuna propiedad caracteristica de una
red de pequefio mundo.
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Figura 2. Coeficiente de agrupamiento promedio
Cm en funcion del parametro de acoplamiento,
para una red inicial aleatoria. E1 nimero total de
iteraciones es T =200000 y el promedio se realizo
sobre las ultimas 1000 iteraciones. Las barras de
error corresponden a la desviacion estandar en
cada punto.
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Hemos calculado el coeficiente de agrupamiento
C en funcién del tiempo para una red inicial
unidimensional regular, para distintos valores del
acoplamiento 6,como se muestra en la figura 4.

Similarmente, calculamos el coeficiente de
agrupamiento C en funcion del tiempo para una red
inicial de tipo pequefio mundo, para distintos valores
del acoplamiento 6,como se muestra enlafigura5.
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Figura 3. Distribucion de probabilidad p de
vecinos para una red inicial aleatoria, para
distintos valores de, indicados. El nimero de
iteraciones es T =200000 y el promedio se
realiz6 sobre las ultimas 1000 iteraciones. Las
barras de error corresponden a la desviacion
estandar en cada punto.

0 20000 40000
n
Figura 4. Coeficiente de agrupamiento C versus
tiempo n, para una red inicial regular
unidimensional, para distintos valores de,
indicados. El nimero de conexiones iniciales es

constante, v,= 16, Vi, con 8 conexiones en cada
lado.

B000(

Notese que, tanto para la red unidimensional
regular ylared depequefio mundo, los valores de C
inicialmente son altos, como corresponde a esta redes,
pero rapidamente decaen hasta valores caracteristicos
de redes aleatorias. Posteriormente, para un cierto
rango de valores del acoplamiento, los valores de C
alcanzan de nuevo valores tipicos de una red de
pequefio mundo. Esto indica que la evolucion de la red
de conectividad hacia una red de pequefio mundo
debe pasar primero por una estructura de red aleatoria
antes de convertirse una estructura de pequefio mundo.
Este camino evolutivo de la topologia de la red es
consecuenciadeladinamica derecableado basada en
labusqueda sincronizacion que presenta este modelo.
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Figura 5. Coeficiente de agrupamiento C
versus tiempo » para una red inicial de pequefio
mundo, para distintos valores de indicados.
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CONCLUSIONES

En conclusion, la principal contribucion de
este trabajo consiste en  demostrar  que,
independientemente de la red de conectividad inicial
subyacente, un sistema constituido por elementos
cadticos interactivos evoluciona hacia una estructura
de pequefio mundo, mientras que los estados de los
elementos se auto-organizan conjuntamente con lared.
Este es un fendmeno de coevolucion de topologia y
dinamica, el cual se observa en una variedad de
sistemas complejos en la naturaleza, como en las redes
neuronales. Estructura y dinamica, por lo tanto,
contribuyen a la flexibilidad y a la variabilidad, que
son propiedades ubicuas en sistemas complejos. La
conectividad delaredyladinamica de loselementos
coevolucionan para alcanzar un incremento en la
eficiencia de la propagacion de informaciéon en el
sistema.
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El mecanismo que permite la emergencia de una
red de pequefio mundo en un sistema coevolutivo
sujeto al algoritmo aqui descrito, es la condicién de
acoplamiento entre elementos que tienen valores de
estado cercanos. En otras palabras, la busqueda de
sincronizacion entre los elementos de un sistema
conduce a una estructura de conectividad de tipo
pequefio mundo. Este mecanismo podria explicar el
origen de muchas de las redes de pequefio mundo que
se han descubierto.
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