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Editorial

En este volumen de la Revista Científica nos complace presentar una recopilación de artículos 
sobre caos y complejidad. Estas teorías evidencian que el reduccionismo tan usado en la ciencia es 
incompleto, pues a través del estudio del individuo no es posible entender el comportamiento del 
colectivo. Reglas simples pueden generar comportamientos elaborados que parecen surgir de la 
nada, criaturas como abejas, hormigas, peces y aves, entre otras, obedecen como individuos a 
reglas muy simples que hacen el comportamiento de la multitud muy sofisticado. La inteligencia del 
enjambre por lo tanto, genera estrategias eficaces que ayudan a algunas criaturas a sobrevivir con un 
mínimo de organización. 

La vida transcurre en una tensión entre el orden y el caos. Si hay demasiado orden, no hay sitio 
para la creatividad. Si hay demasiado caos nada durará el tiempo suficiente para crear algo útil. Entre 
ellos se encuentra el borde del caos, punto donde hay suficiente caos para la novedad, pero también 
amplios espacios de orden para la estabilidad de los patrones. Más allá del borde del caos, la teoría 
de catástrofes, explica cómo un sistema complejo se bifurca; existen valores críticos para los cuales 
el sistema toma el doble del tiempo para volver a un patrón estable, después de varios ciclos de 
duplicación del periodo se observa que el sistema llega a ser imprevisible, lo que lo obligará a 
organizarse a un nuevo nivel de complejidad o a que se destruya, fenómeno que explica los ataques 
cardíacos. Otros conceptos usados en complejidad son los fractales o patrones básicos auto-
similares que se repiten dentro de sí mismos y repetidamente dentro de un sistema. El efecto 
mariposa, donde cambios muy pequeños en las condiciones iniciales de un sistema complejo 
pueden alterar drásticamente la salida final. 

Estas teorías también revelan el balance que debe existir entre una serie de conductas que 
regulan el comportamiento individual y social, tales como autonomía y conectividad, autonomía es la 
necesidad de un individuo de mantenerse y determinar sus propias acciones; sin embargo no se 
puede sobrevivir solo siendo autónomos, pues no se vive separado del ambiente circundante. En 
consecuencia, conectividad con otros es tan importante como autonomía, pues es crucial para la 
vida. También debe haber un equilibrio entre competición y cooperación, individuos deben mejorar a 
través de la competencia, porque si otros son más eficaces, obtendrán la mayoría de los recursos. 
Cooperación permite crear grupos que puedan competir mejor frente a un grupo externo. Del mismo 
modo es muy importante el balance entre diversidad y uniformidad, hay un deseo natural del 
individuo por ser único y diferente, lo que eleva los niveles de diversidad, sin embargo se requiere un 
mínimo de uniformidad para integrar una comunidad. Estos pares constituyen la base de los sistemas 
adaptativos complejos, los cuales mediante el aprendizaje se adaptan a un ambiente cambiante. 
Esto implica competir con otros sistemas, donde cada uno intentará mejorar para ganar una parte 
más grande de los recursos disponibles. Lo que configura los principios fundamentales de la 
evolución y la selección natural.

Finalmente, extendemos una invitación a la comunidad de científicos a atreverse a mirar otros 
paradigmas de la ciencia, más allá del trajinado positivismo, que ha sido base epistemológica del 
cientificismo moderno y que ha derivado en enfoques en extremo reduccionistas de una realidad 
mucho más compleja;  realidad ésta que requiere de audaces abordajes científicos, expansionistas,  
a los fines de aproximarse a una mejor comprensión de los nuevos fenómenos sociales y naturales.

Dr. JOSÉ LUIS RODRÍGUEZ PÉREZ
Director
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                                                                           RESUMEN

 
El caos colectivo estable  consiste  en la persistencia de patrones desordenados  en sistemas dinámicos espaciotemporales que poseen 
un espectro de Lyapunov negativo. En  este trabajo se analiza  el rol de la topología  de conectividad en el surgimiento de caos estable  
en sistemas  de mapas  acoplados en redes de pequeño mundo,  caracterizadas  por  una  probabilidad de reconexión  p. Como  
dinámica  local empleamos un mapa  que presenta  una orbita  superestable de período tres.  Se encuentra que el caos colectivo  es 
inhibido  en ciertos  rangos  de valores  de la probabilidad p; en su lugar, el sistema alcanza un estado sincronizado igual al período tres 
del mapa local. Nuestros  resultados  evidencian  el rol fundamental de la topología de la red y de la presencia de conexiones de largo 
alcance para  el colapso del caos estable en sistemas espaciotemporales.

Palabras Clave: Caos espaciotemporal, sincronización, redes de pequeño mundo,  redes aleatorias.
 

  ABSTRACT

Collective  stable  chaos  consists  of the  persistence  of disordered  patterns in dynamical  spatiotemporal systems  possessing a 
negative  Lyapunov  exponent.  In this work we analize  the  rol of the  topology  of connectivity in the  emergence  of stable chaos  in 
systems  of coupled  maps  defined on small-world  networks.  The  networks are characterized by a rewiring  probability p. As local 
dynamics  we employ a map that exhibits  a superstable orbit  of period  three.  We found that collective chaos is inhibited  on some 
ranges of values of the probability p; in these regions, instead,  the system reaches a synchronized  state  equal to the period-three orbit 
of the local map. Our results  show the fundamental rol that the network  topology and the presence of long range conections play on 
the collapse of stable chaos in spatiotemporal systems.

Key Words:  Spatiotemporal chaos, synchronization, small-world networks, random  networks.
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INTRODUCCIÓN

La  investigación de    comportamientos 
colectivos en redes  de elementos  dinámicos 
acoplados  tiene  implicaciones fundamentales para 
la comprensión de propiedades universales que 
aparecen en los sistemas complejos. En este sentido, es  
de  especial  interés  el fenómeno de comportamiento 
dinámico colectivo no trivial, el cual consiste en         
la coexistencia de evoluciones temporales disímiles       
de cantidades macroscópicas y de variables 
microscópicas en un sistema (Manrubia,  et  al. 2004).
Este comportamiento   se  manifiesta   de  dos  formas.  
Por un  lado,  se  ha  descubierto   el  surgimiento de 
orden en la evolución temporal de la dinámica   de  
cantidades macroscópicas  de un sistema  de elementos 
caóticos acoplados. Por ejemplo, el promedio espacial 
de los estados  de los elementos  del sistema  puede ser  
periódico   en  el  tiempo,   mientras   que la  evolución  
de  esos  elementos  es  caótica y desincronizada. Este 
fenómeno ha sido ampliamente estudiado  
(Kaneko 1990a, Kaneko 1994, Chaté y Manneville 
1992, Cosenza y González, 1998).  La   contraparte de 
este fenómeno también ha sido observada: la 
persistencia  de caos colectivo o desorden temporal  a  
nivel  macroscópico  en  sistemas de elementos 
acoplados cuya dinámica individual  es periódica.  
Este  comportamiento no  trivial   se  ha   denominado   
caos  colectivo (Politi et al. 1993, Kapral  et al. 1994, 
Kapral et al. 1997) y es uno de los fenómenos 
emergentes menos entendidos en sistemas complejos.

El   comportamiento   colectivo   irregular que 
ocurre  a partir  de elementos  dinámicos periódicos  
acoplados   puede  clasificarse  en dos tipos: (1)  El 
caos transiente: que consiste en un régimen  
verdaderamente caótico con un tiempo de vida finito, 
y se caracteriza por la coexistencia  de atractores 
estables y de conjuntos  caóticos no atractivos 
(repulsores)  en el espacio de fase de un  sistema. En 
este tipo de sistemas,  una  configuración inicial 
 genérica produce una trayectoria típicamente 
irregular  hasta  que ésta colapsa abruptamente en un 
atractor no caótico (Wackerbauer  y Showalter, 2003). 
(2)  El caos estable: que  constituye  un  
comportamiento irregular que no puede ser descrito 
mediante la  presencia  de  repulsores en el espacio  de 
fase del sistema,  trayendo  por consecuencia la 
divergencia de trayectorias cercanas. Por  otra  parte,   
en  esta  clase  de  sistemas, el tiempo invertido 
durante el régimen transiente  puede  escalar  
exponencialmente con  el  tamaño  del  sistema,  y  el  

atractor final estable no puede ser alcanzado en 
términos prácticos  (escala  de  tiempo  enorme) para 
sistemas suficientemente grandes (Crutchfield y 
Kaneko 1988,  Kaneko 1990b, Politi et al. 1993, 
Cecconi et al. 1998, Bagnoli y Cecconi, 2001).

En el caso de caos estable, el comportamiento 
colec t ivo  t rans i tor io ,  que  habi tualmente                        
es considerado  irrelevante,  resulta  estadísticamente  
estacionario y caótico. El comportamiento del  
sistema  en  el régimen  transitorio  no  podría  ser  
distinguido de  un  comportamiento  caótico  típico.  
Por este motivo, hablamos de la existencia de 
supertransitorios  en  estos  sistemas,   puesto  que  el  
comportamiento  colectivo  caótico resulta,  para  un  
sistema  incluso  moderadamente pequeño, el único 
comportamiento prácticamente observable. Los 
primeros reportes  de este  fenómeno datan  de finales 
de  los años  80 (Crutchfield y Kaneko, 1988, Kaneko 
1990b). En estos trabajos  se estudia un modelo de red 
de mapas  acoplados en el cual se muestra  que, para 
una red de tamaño moderado  de 128 elementos  y, 
tomando  en cuenta la velocidad y la precisión del 
computador,  se obtiene que el tiempo característico 
del régimen supertransitorio puede ser del orden de 

 64 10 años. Tomemos como referencia que la edad 
estimada  actual  de nuestro  Universo, corresponde a 

 9(13.7 ± 0.2) × 10 años), según los datos  y análisis más 
recientes  del satélite WMAP  (Wilkinson  Microwave 

Anisotropy  Probe)  (WMAP, 2008). Este  resultado  
tiene  un profundo  impacto  en algunos fenómenos 
físicos que aún no han sido completamente 
comprendidos, como es el caso de la turbulencia, o en 
la observación  de comportamientos aperiódicos  en  
sistemas  complejos, pues tales  comportamientos 
podrían corresponder, desde un punto de vista 
estrictamente  matemático, a un estado transitorio. 
Desde el punto  de vista  practico,  nunca  
observaremos el comportamiento final regular y lo 
verdaderamente estacionario será de hecho el régimen 

supertransitorio de caos colectivo (Bagnoli y Cecconi, 

2001).
El proceso de colapso del caos espaciotemporal ha 

sido estudiado  también en sistemas continuos de 
reacción-difusión del tipo Gray-Scott (Wackerbauer  

y Showalter, 2003; Wackerbauer y Kobayashi, 2007; 

Wackerbauer, 2007; Yonker y Wackerbauer,  2006), 
en donde se ha reportado  la naturaleza transiente del 
caos espaciotemporal  emergente, y se ha encontrado  
que las condiciones de contorno espaciales pueden  
inducir  el colapso de caos espaciotemporal  en un 
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sistema.
En el presente trabajo  investigamos la influencia de 

la topología de conectividad  en redes de elementos 
dinámicos interactivos  para el surgimiento y colapso 
del caos colectivo estable.

Debido a su naturaleza espacial discreta, los 
sistemas de redes de mapas acoplados resultan  
especialmente  adecuados  para  la investigación de 
fenómenos físicos que ocurren en redes no uniformes 
de elementos interactivos o en medios heterogéneos o 
desordenados. Un tipo de red no uniforme que ha sido 
recientemente  el centro de atención de muchas e 
interesantes investigaciones, son las redes de pequeño 
mundo  (Watts  y Strogatz, 1998), debido a su 
ubicuidad  en la Naturaleza. Una red  de pequeño 
mundo  posee dos atributos esenciales que serán 
definidos de manera formal posteriormente; siendo el 

primero de estos la longitud  característica  L, 
caracterizado por  el promedio  de las longitudes          

mín(i,j)   
mínimas L entre  todos los pares  de nodos (i, j), y 
cuyo  valor  es pequeño; el segundo atributo es el 
coeficiente de agrupamiento C, que indica la 
probabilidad de que dos nodos conectados  
directamente a un tercero,  estén conectados  a  su  vez 

entre  sí y su  valor  es grande  en comparación con L. 
En  este trabajo  emplearemos  el algoritmo  de (Watts  

y Strogatz,  1998) para  construir  una red de pequeño 
mundo e investigar el fenómeno de caos colectivo 
estable en este tipo de sustrato.

En  la  sección método se indica  el algoritmo  para  
crear redes de diversa conectividad  y el criterio  para  
establecer,  tanto  redes de pequeño mundo,  como 
redes aleatorias. Sobre esta redes definiremos un 
sistema de mapas  acoplados que exhibe el fenómeno 
de caos estable en ciertos rangos de parámetros del 
sistema. Utilizamos varias cantidades macroscópicas  
para  monitorear  la presencia de  caos colectivo 
estable  en  función  de  los parámetros. En la sección 
resultados se analiza el rol de las conexiones no 
locales en la emergencia  de caos estable.  Finalmente,  
en la sección conclusiones se presenta un 
interpretación  de los resultados  de este trabajo.

MÉTODO

Utilizaremos   el  algoritmo   de  construcción   de   
redes de  pequeño   mundo   propuesto  originalmente  

por  (Watts  y Strogatz,  1998). Comenzamos de un 
anillo con N nodos, donde cada nodo está conectado a 

 sus K vecinos mas cercanos.Entonces cada  conexión 
es redirigida  al azar  con una  probabilidad p hacia  

cualquier  otro  lugar de la red, evitando  las 
autoconexiones  y las conexiones duplicadas.  
Posteriormente al proceso de recableado o 
reconexión, el número de elementos conectados a 
cada nodo (los cuales denominaremos  los vecinos de 
ese nodo) puede variar, pero el número total de enlaces 
en la red es constante  e igual a N k/2. Se supone que 
todos los enlaces son bidireccionales. Para  p = 0, la 
red es completamente regular,  mientras  que para  p = 
1, la red resultante es completamente aleatoria.  Con 
este  algoritmo,  una  red  de pequeño  mundo se forma 

para  valores intermedios  de la probabilidad  p. La 
condición.

 log N << k << N ,     (1)

se emplea en el algoritmo para garantizar que ningún 
elemento quede aislado luego del proceso de 
recableado, lo que da lugar a un grafo conexo.

Para  encontrar  las regiones de comportamientos  
de tipo pequeño  mundo  y aleatorio en esta red, se 
deben calcular dos cantidades:

i 1.) el coeficiente de agrupamiento C para cada nodo 

i, el cual está dado por el cociente entre  las conexiones 
i  i  existentes  E entre  sus k vecinos y el número  total  de 

i i 
posibles conexiones entre  estos, el cual es k (k − 1)/2 
(Davidsen et al. 2002). Entonces, el coeficiente de 
agrupamiento C de la red se define como el promedio  
de los coeficientes de agrupamiento  de todos los 
nodos,

                                                                  

en otras  palabras,  el coeficiente de agrupa-miento 
iindica la fracción media de los vecinos k   del nodo i 

que son vecinos entre sí;
2.)  la longitud  característica de la red, la cual se 
define como el promedio  de las distancias  más cortas  
entre  todos  los pares  de nodos de la red. El promedio 
de estas distancias al nodo I es

mín(i,j)   
donde  L representa   la  distancia  mas corta  entre  
el nodo  i  y el nodo  j. Aquí la distancia  se define 
como el número de conexiones entre  dos nodos. En 
consecuencia, la longitud característica de la red es 

promediada  para  todos los nodos i.

Caos colectivo en redes de pequeño mundo…
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La figura 1 muestra el coeficiente de agrupamiento  
normalizado  y la  longitud  característica en función 
de la probabilidad de recableado p para  una  red  
construida  con el algoritmo  descrito  anteriormente. 

La región  p  ∈  (0, 0.001)  corresponde  a  una  red  con 
comportamiento regular.  La red de pequeño mundo  

surge  en  el rango  p  ∈  (0.001, 0.2), debido a que el 
coeficiente de agrupamiento C es alto en comparación  

con el de una red aleatoria  y, adicionalmente,  posee 
una longitud  característica L pequeña con respecto a 
una red regular. Finalmente,  una red aleatoria emerge 
desde p = 0.2 hasta  p = 1.

El estado de cada nodo en la red puede ser descrito 
por una variable continua, la cual evoluciona de 
acuerdo  a una  regla determinista  dependiendo  de su 
propio estado  y  de los estados de sus vecinos en un 
tiempo dado. Definimos un sistema de mapas 
acoplados difusivamente sobre una red generada 
mediante el algoritmo anteriormente expuesto, como

idonde, x   es el estado del i-ésimo mapa para el tiempo  
i  

discreto  t, con i = 1, 2, . . . , N ; k es el numero  de 
i elementos  conectados  al elemento i; ν es el conjunto  

de vecinos de i; f(x) es una función que describe la 

dinámica local y ∈  es el parametro de acoplamiento. 
Un  mapa  con  ingredientes  mínimos que presenta   
comportamiento  periódico estable es (Politi et al. 
1993).

donde  x  ∈  [0, 1] y los parámetros del mapa  a, b  son 
elegidos tal  que la dinámica  local  converja  hacia  
una órbita  superestable de período  tres,  

correspondiente  a los puntos  x = a  → x = ab  → x = 1   2   3   

2
ab . En adelante,  fijaremos a = 0.1, b = 2.5 y c = 0. Una 
orbita superestable  posee un exponente de Lyapunov,  

λ, con valor λ → −∞.
Nótese que la estabilidad  de la órbita del mapa local 

definido en la expresión (6) implica la estabilidad del 
sistema dada por la ecuación (5), cuyo máximo 
exponente  de Lyapunov resulta  ser negativo para 

cualquier valor de є. Como consecuencia, la evolución 
a largo plazo del sistema  acoplado está  confinada  a 
su atractor periódico.

El comportamiento colectivo del sistema puede ser 
caracterizado  por el campo medio del sistema, 
definido por 

 

Similarmente, la sincoronización de los elementos 
según la ecuación (5) puede ser caracterizada por el 
promedio temporal asintótico (σ) de las desviaciones 
estándar instantáneas σt  de la distribución de las 

i
variables de los nodos  x  definido como 

 
Un estado sincronizado corresponde a (σ)=0. En 

− 7  minos  prácticos,  fijaremos el criterio (σ) ≤ 10 para 
sincronizacion. En nuestro caso, el sistema dado por la 
ecuación (5) puede  sincronizarse  en la órbita  de 
período  tres  del mapa  local para  ciertos  valores  de 
parámetros.

En  todos  los  cálculos  que  se  presentan a  
4  continuación,   hemos  empleado  redes  con N =10

elementos, y asignando condiciones iniciales 
i aleatorias  x ∈  [0, 1] para  cada elemento i cuya  

i 
dinámica  local f (x ) viene dada por la ecuación (6).

RESULTADOS

    La figura  2 muestra el diagrama  de biurcación del 

campo medio, H , y la desviación estándar promedio t 

(σ) como función del parámetro de acoplamiento  6  
para  una  red regular  unidimensional,  la cual 

corresponde a los valores     k = 2 y p = 0.

En la figura  2 se observa que H , que representa  el t 

comportamiento colectivo del sistema,  exhibe un 
comportamiento caótico en un amplio rango del 

parámetro є, a pesar que mapas que forman el sistema 
tienen un comportamiento de período tres y que el 
atractor global del sistema debe ser el estado 
sincronizado igual a la órbita superestable de período 

tres del mapa local. Se observa que (σ) ≠  0, lo que  
indica  que  el sistema  no llega a  un estado  
sincronizado  en su evolución a largo plazo. El tiempo 
de convergencia para alcanzar el estado asintótico 
sincronizado periódico es exponencialmente  grande. 
La figura  2 evidencia  el fenómeno de caos colectivo 
estable en este sistema.  Es importante señalar que en 
la escala presentada  de esta  figura, para valores muy 

pequeños del acoplamiento (  є ∈  [0, 007]) el campo 
medio    H aparentemente oscila colectivamente  con t

período dos, lo cual no es cierto, debido a que esto es 

REVISTA CIENTÍFICA UNET/ VOL.21(1):2009.1-7.
4

González-Estévez,  J.; Cosenza,  M. 

xt+1 f xt( (+
k

j v
[ [f xt( ( f xt( ( , ( (5

f x( (

}bx,
a + c x( 1  b (,

0 < x < 1  b
,

1  b < x < 1
( (6

Ht
1
N

N

j 1

f xt( (. ( (7

t [ [1
N i=1

N

xt( (f( (
2

H 2
t

21 

. ( (8



Caos colectivo en redes de pequeño mundo…

producto de un efecto visual, ya que en realidad 
para la rama inferior en el rango de є indicado se 
superponen  dos de los tres  valores en los cuales 

oscila H .t 
Con el propósito  de estudiar  la influencia de las 

conexiones de largo alcance en el colapso del caos 

estable, calculamos la cantidad (σ) como función de la 
probabilidad de recableado p, para  diferentes valores 
de parámetros en la ecuación (5), tal como se muestra 
en la figura  3. Nótese  que  existe  un  valor crítico de 
la probabilidad p por encima  del cual el sistema 

alcanza un estado sincronizado, para el cual (σ)→ 0. 
Este estado sincronizado corresponde a la órbita  
superestable de período tres  del mapa  local indicado 
por la  expresión (6). Luego, la  presencia  de  un 
número suficiente de conexiones de largo alcance, 
asociadas con un aumento de p en la red, contribuye  al 
colapso del caos colectivo estable en este sistema.

La figura 4 presenta  una visualización de los 
patrones espaciotemporales en este sistema,  
correspondientes  al  estado  de caos colectivo  estable  
y  al  estado  sincronizado  de período tres.

             

                                                                  

Figura 3.  (σ) en  función de  la probabilidad de  
4  reconexión  p, є= 0.384, N = 10 y k = 10. La  

2  
cantidad (σ) es  el promedio de  10 valores de  σt  

4  
después de haber descartado 3 × 10 iteraciones 
del régimen  transitorio. Para cada valor de  p 

fueron hechas 10 realizaciones, mostrándose  para 
cada punto el promedio de  las  mismas y sus  
barras de error asociadas. En  cada paso de  

barrido en  el parámetro  p, se  emplean 
i  

condiciones  iniciales aleatorias x ∈ [0, 1]. Las  0 

regiones mostradas corresponden a redes: (1)  
regulares; (2)  pequeño mundo, (3)  aleatorias.

Figura 4.  Visualización de  patrones 
espaciotemporales asintóticos  en  el sistema (5)  con       

i k = 10. El  eje  vertical representa los  estados x de  los  
 mapas (sin orden espacial) y el eje  horizontal

corresponde al  tiempo. El  código de colores se  ha  
calibrado con  respecto a los valores de  la  orbita 

superestable de período  tres del  mapa (6)  y se  ha 
utilizado el entorno gráfico  PGPLOT. Panel 

izquierdo: caos estable; p = 0.1,∈ = 0.1.
 Panel derecho: estado sincronizado de  período  tres; 

p = 0,  ∈= 0.77.

DISCUSIÓN  DE  RESULTADOS

La naturaleza transiente del caos colectivo 
observado en el sistema dado por la ecuación (5) 
implica que eventualmente el comportamiento de caos 
estable  observado  para ciertos  rangos  de parámetros 
en las figuras anteriores  converger hacia  el atractor 
pe-riódico estable de período tres del mapa local 
indicado por la expresión (6). Sin embargo, el régimen 
de caos colectivo estable es, efectivamente, 

supertransitorio; es decir, que el tiempo de 
convergencia hacia el estado sincronizado de período 
tres aumenta  exponencialmente  con el tamaño del 
sistema. En tal sentido, hemos verificado que, aun  
para  un sistema  pequeño de N =10 mapas, se requiere 

10 del orden de 10 iteraciones para que el sistema  
alcance  a su estado  sincronizado de período tres.
La naturaleza transiente del caos colectivo observado 
en el sistema dado por la ecuación (5) implica que 
eventualmente el comportamiento de caos estable  
observado  para ciertos  rangos  de parámetros en las 
figuras anteriores  converger hacia  el atractor 
periódico estable de período tres del mapa local 
indicado  por la expresión (6). Sin embargo, el 
régimen de caos colectivo estable es, efectivamente,  
supertransitorio. Luego, el caos colectivo es el estado 
efectivamente  observable en la práctica  en esos 
rangos de parámetros.

La existencia de un régimen supertransitorio               
es interesante en la medida en que este 
comportamiento, que habitualmente es considerado  
irrelevante, es estadísticamente estacionario. El 
régimen transitorio es estadísticamente estable y no 
podemos distinguirlo de un comportamiento caótico 
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típico. Por este motivo los estados supertransitorios 
son, incluso para un sistema moderadamente pequeño, 
el único comportamiento realmente observable.  La 
existencia de un régimen supertransitorio es 
interesante en la medida en que este comportamiento, 
que habitualmente es considerado irrelevante, es 
estadísticamente  estacionario.

CONCLUSIONES

Las figuras  3 y 4 muestran  que el sistema puede 
alcanzar el estado sincronizado de período  tres  
cuando  se cambia  la topología de la red. Nuestros  
resultados  evidencian el rol fundamental  de la 
topología de conectividad de la red para el colapso del 
caos estable en sistemas espaciotemporales. La 
presencia de interacciones de largo alcance entre los 
elementos del sistema, inducidas por la probabilidad 

de recableado p, facilitan la transmision de 
información  y la posibilidad  de sincronización en 
redes de pequeño mundo y en redes aleatorias.

Nuestros resultados  indican que la persistencia  del 
caos estable  en sistemas  espacio-temporales depende 

de propiedades topologicas del sustrato espacial y, por 
lo tanto,  no son propiedades  robustas.  Los resultados  
del presente trabajo sugieren que los comportamientos 
colectivos no triviales observados en muchos  
sistemas complejos pueden ser modulados  o 
controlados  mediante  cambios en sus propiedades  
geométricas.
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RESUMEN

Se investiga un modelo de agentes económicos interactivos en una sociedad estratificada en la que se introduce la noción de conectividad 
local. Los agentes se ubican en una  red donde  las interacciones  ocurren  entre  agentes  conectados,  solamente  si estos pertenecen a un 
mismo estrato económico. Un estrato se define a través de un parámetro que mide la diferencia  máxima de riqueza  entre agentes requerida  
para interaccionar. Las propiedades  colectivas del sistema se caracterizan mediante el coeficiente  de Gini, que describe  el grado  de 
desigualdad  en la distribución de riqueza en el sistema, y mediante un  novedoso  parámetro de orden,  que denominamos  la actividad, y el 
cual mide el promedio de la riqueza total intercambiada en el tiempo.

Palabras Clave:  Econofísica, redes complejas,  coeficiente de Gini.

ABSTRACT

A model of interacting economic agents in a stratified society is investigated when the notion of local connectivity is introduced. The  
agents are placed  on a network where interactions between connected agents occur if they belong to the same economic stratum. A stratum 
is defined through a parameter that measures the maximum difference in wealth that agents may  have  in order  to interact. The  collective 
properties of the system are  characterized by  the Gini  coefficient, that measures  the degree of inequality in the wealth distribution in the 
system, as well as by a novel parameter, called the activity, that measures  the average  wealth exchanged  in time.

Key Words:  Econophysics,  complex  networks, Gini coefficient.
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 INTRODUCCIÓN

Desde su aparición  en tiempos  recientes, la 
econofísica (Mantegna y Stanley, 2000)  ha  utilizado 
diversos  métodos de Física Estadística  para  resolver 
problemas de Economía y Finanzas. En la mayoría de 
los modelos de intercambio económico   propuestos,   
se  ha   considerado la   aleatoriedad   de   las   
interacciones entre agentes como un ingrediente 
esencial (Yakovenko 2008, Chakrabarti et al. 2006, 
Chatterjee y Chakrabarti 2007). 

En este marco conceptual, los agentes económicos se 
comportan  como un  gas clásico,  sin noción de 
localidad espacial.

Por  otro  lado,  una  característica  común en muchos  
procesos donde  se intercambian recursos es la 
presencia  de rangos o bandas para la ocurrencia de 
interacción entre agentes de un sistema. En sistemas 
económicos o sociales, estos rangos  para  la ocurrencia 
de interacción se identifican con el concepto de clases o 
estratos. En este contexto, un modelo interesante de 
intercambio de riquezas en una sociedad estratificada 
fué propuesto recientemente por  (Laguna et al. 2005).

 Este modelo muestra que, para  ciertos valores de 
parámetros,  desaparece  la clase media, es decir, la 
población de agentes que poseen riquezas intermedias. 
Las interacciones solamente tienen lugar entre agentes 
que pertenecen  a  una  misma  clase económica,  pero  
al  igual  que  otros  modelos  econofísicos, éste 
también supone que la interacción ocurre 
aleatoriamente  entre  cualquier  par  de agentes en el 
sistema.

 Desde el punto de vista topológico, este tipo de 
interacción de largo alcance corresponde a una red de 
conectividad global, donde cada elemento está 
conectado con todos los elementos del sistema. 

A partir de la década de los 90's, el descubrimiento  de  
la  ubicuidad   de  las  redes  de  pequeño  mundo  por 
(Watts y Strogatz, 1998), desató mucho interés  en el 
estudio  de la red de conectividad subyacente en         
una variedad de sistemas complejos en distintos 
contextos, incluyendo sistemas sociales y económicos. 

En el presente trabajo, investigamos la influencia  de 
la topología de conectividad en las propiedades 
colectivas y estadísticas de un modelo de intercambio 
económico estratificado en el cual introducimos la 
noción de conectividad topológica local. Mediante la 
variación de un parámetro que mide el tamaño del 
entorno local, se obtiene como caso límite el modelo de 
(Laguna et al. 2005).

MODELO

Consideramos  una  población de N  agentes 
económicos interactivos, ubicados  en los nodos de una 
red unidimensional  con condiciones de borde 
periódicas, donde cada agente está  conectado  con  k  
vecinos,  como  se muestra en figura  1.

Figura 1. Red unidimensional con condiciones de 
borde periódicas  y k = 4 vecinos por agente.

Cada  agente  i (i = 1, . . . , N ) está  caracterizado  por 
una  riqueza w (t) en el tiempo t y un factor de aversión i

al riesgo β . La riqueza w (t) puede cambiar  como i i

consecuencia  de  las  interacciones.  Supondremos,  
por simplicidad,  que β se mantiene fijo para cada  i  

agente i durante todo el proceso. Se escojen como 
condiciones iniciales para ambas variables 

distribuciones uniformes w ∈  [0, 1], β ∈  [0, 1]. La i i  

cantidad [1-β ], mide el procentaje de riqueza  que el i

agente I está  dispuesto  a  arriesgar  en sus 

interacciones  con los demás agentes. La dinámica de 
interacción  en un  instante t se describe  con el 
siguiente algoritmo iterativo:

1) Escoja aleatoriamente un agente i.
2) Escoja  aleatoriamente  un  agente  j que pertenezca a 

la vecindad del agente i. 
3) Verifique si se cumple la relación

Repita  1 y 2 hasta que se cumpla  la condición 3.
4) Calcule  la  cantidad  de  riqueza  a  intercambiar  

dw, definida como

dw = mín[(1 − β )w (t); (1 − β )w (t)]   (2)i i j j 

5) Asigne con probabilidad  p la cantidad dw al 

agente  con menor riqueza  entre  i y j, y con 

probabilidad  (1 − p) asigne esa cantidad  al 
agente  con mayor  riqueza de ambos; donde p 
es

Modelo de intercambio económico en una sociedad estrátificada…

|wi (t) - wj  (t)| <  u              (1) 
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5) Asigne con probabilidad  p la cantidad dw al agente  
con menor riqueza  entre  i y j, y con probabilidad  
(1 − p) asigne esa cantidad  al agente con mayor  
riqueza de ambos; donde  p  es

El parámetro u mide el ancho del estrato o clase 
económica.  Para que dos agentes puedan  
interaccionar, su diferencia de riqueza no debe  ser  
mayor  que  u,  es decir,  deben pertenecer al mismo 
estrato. Aqui asumimos que  los diferentes estratos 
tienen el mismo ancho  u.  El  parámetro f representa  
la  intervención  de un ente externo (por ejemplo, el  
estado)  que  regula  todas  las  interacciones con el fin 
de redistribuir  la riqueza  en el sistema,  y se expresa  
como la probabilidad  de  favorecer  a  los agentes de  
menores recursos en las transacciones,  definida en el 
rango f ∈ [0, 1/2]. El valor f = 0 corresponde a igual 
probabilidad para ambos agentes y f = 1/2 representa  
la máxima  probabilidad de favorecer al agente con 
menor riqueza.

Para caracterizar el comportamiento colectivo del 
sistema para  varios valores de sus parámetros, 
utilizaremos diversas  cantidades. En primer  lugar, 
empleamos el coeficiente de Gini, definido como, 

donde µ es la riqueza promedio del sistema. El  
coeficiente  de  Gini  expresa  el grado  de desigualdad  
en la distribución de riqueza en el sistema. Una 
distribución equitativa de riqueza, donde todos tienen 
la misma riqueza, corresponde  a  un  valor  de G=0. El  
otro extremo, donde un solo agente posee toda la 
riqueza del sistema, tiene un valor de G=1.

Para   caracterizar  la  evolución  colectiva del 
sistema, calculamos  la cantidad promedio de riqueza  
intercambiada  en el sistema en cada iteración, la cual 
denominamos  “actividad” del sistema, y definimos 
como

donde T es el tiempo de simulación (suficientemente 
largo) y τ es el número de iteraciones transientes que 
se desprecian para asegurarse que el sistema se 

encuentra en un estado asintótico. También 
calculamos la distribución de probablidad  de riqueza 
en el sistema para varios valores de parámetros; esto 

es, la probabilidad P(w) de encontrar un valor de 
riqueza w entre los agentes del sistema.

RESULTADOS

Todos los resultados que se presentan corresponden  
a un  promedio  de 10 realizaciones con condiciones 

8
iniciales diferentes y a estados asintóticos con T = 10 .
La figura 2 muestra los valores del coeficiente de Gini 
G en el estado asintótico del sistema  en el espacio de 

parámetros  (u, f ), con k = 4.

Figura 2. Coeficiente  de Gini G en el espacio de 

parámetros  (u, f ), con k = 4, en el estado  

asintótico.  La  escala de grises a la  derecha indica 

el valor de G.

Para valores pequeños del ancho del estrato u, se 
observa  en la figura  2  que G≈0,  independientemente  
del valor de f . Este valor de G se debe a la 
relativamente escasa interacción que se presenta en el 
sistema, ya que cuando u→ 0, son muy pocos los 
agentes que pueden interaccionar y, al hacerlo, su 
diferencia de riqueza sobrepasa el umbral u 
rápidamente, alcanzando el estado asintóticos con una 
distribución de riqueza similar a la inicial.

En  la  región  donde  u ∈ [0,1; 3],  el coeficiente  de 
Gini G comienza a cambiar.  Para  0,1 < u < 1, 
independientemente  de f, G aumenta,  debido al 
aumento  del umbral. Cuando u alcanza el valor crítico  
de u≈1, G alcanza un valor máximo de G≈0,45. Cabe 
destacar que estos valores máximos de G son 
comparables  a  aquellos  encontrados en datos reales 
de varios países. En esta región, ya que todos los 
agentes pueden interaccionar en las primeras  
iteraciones,  sólo  unos pocos de ellos son capaces de 
obtener  una  riqueza lo suficientemente grande, con lo 
que quedan económicamente aislados de sus vecinos 
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más cercanos. Como consecuencia de esto, G aumenta 
dando lugar a una distribución de riqueza bastante 
desigual en el estado asintótico del sistema. En estas 
dos regiones se observa que f no juega un papel 
importante en la dinámica del sistema.
Para u > 3 se observan dos regiones claramente 

diferenciadas. Para f < 0,1, G conserva su valor 
máximo. Cuando la probabilidad f de favorecer al 
agente  con menor  riqueza es pequeña, los agentes 
más ricos del sistema pueden mantener su riqueza y, de 
esa manera, el sistema mantiene un valor de G grande. 
Este comportamiento de G cambia al aumentar f . Una 
mayor  probabilidad  de favorecer al agente más pobre 
permite que los recursos del sistema sean mejor 
redistribuidos, lo que se manifiesta en un disminución 
del valor de G.

Para  visualizar la evolución de la riqueza en el 
sistema, calculamos  la actividad A en función de los 
parámetros u y f  en el estado asintótico, lo cual se 
muestra en la figura 3.

Figura 3. Actividad  del sistema  A en el espacio 
de parámetros  (u, f ), con k = 4. La escala de 

grises a la  derecha indica el valor de A.

La figura 3 muestra que A aumenta en forma 
considerable  cuando  tanto f  como u poseen valores 
altos, lo que corresponde con valores de G pequeños. 
Es decir, una distribucción equitativa de riqueza está 
asociada a una alta actividad de intercambio de riqueza 
en el sistema.

En la región u<1, independientemente de f, tenemos 
A=0. Esto nos dice que en el estado asintótico del 
sistema no se realiza ningún intercambio  de riqueza 
entre los elementos. Aunque en este caso la 
distribución de riqueza  es equitativa (figura 2), los 
elementos sólo pueden  realizar  estos intercambios en 
las primeras iteraciones de la dinámica.

Para  u > 1 y valores de f  pequeños, la actividad  del 
sistema  en el estado  asintótico cesa, ya que valores de 

u altos  permiten a  algunos  elementos del sistema 
adquirir  y mantener riquezas  bastante altas y, sin una 
influencia considerable de f, no existe una 
redistribución equitativa de recursos en el sistema.  
Para  f > 0,1, el comportamiento  en el sistema  
cambia, permitiendo  que, aún en el estado asintótico 
ocurran interacciones. Al aumentar u y f , los recursos 
del sistema son repartidos de manera equitativa, como 
se observa en el comportamiento de G (Figura  2).

Otra manera  de estudiar las propiedades del estado 
colectivo asintótico del sistema corresponde al cálculo 
de la distribución probabilidad de riqueza para 
diversos valores de parámetros, como se muestra en la 
figura  4.

Figura 4. Distribución  de riqueza en el estado  
asintótico  para diferentes  valores de parámetros,  
con k = 4 fijo. u = 0,005, f = 0,1 (cuadrados); u = 

10, f = 0,1 (círculos);  u = 100,        f = 0,5 
(triángulos).

Al comparar  los resultados  obtenidos  en la  figura  
4 con los de  la  figura 2, se observa una  concordancia  
en estos resultados. Para valores de u y f pequeños 
(cuadrados), la distribución de riqueza P(w) en el 
sistema se mantiene casi uniforme como consecuencia 
de la poca actividad en el sistema. Al aumentar estos 
parámetros, P(w) se muestra menos uniforme 
(círculos). Se observa que unos pocos agentes 
adquieren la mayor  cantidad de riqueza  en el sistema, 
mientras que hay  un número considerable  de agentes 
que quedan con riqueza casi nula. Para valores grandes 
de los parámetros (triángulos), P (w) adquiere una  
forma más  uniforme, lo que también se muestra en la 
figura  2.

Modelo de intercambio económico en una sociedad estrátificada…
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Para otros valores de parámetros, se puede observar 
que P(w) cambia abruptamente de forma, como se 
muestra en la figura  5.

Figura 5. Distribución  de riqueza del sistema,  
con k = 4 fijo, para u = 0,3, f = 0,5.

La figura 5 indica que los elementos con menos 
riqueza del sistema (valores de w pequeños) tienen una  
distribución casi uniforme. Sin embargo,  los agentes 
con mayor  riqueza  tiene aproximadamente la  misma  
riqueza lo que se muestra con una distribución tipo 
gaussiana,  con una dispersión pequeña. Esto sucede 
porque los agentes que se hacen más ricos absorben la 
riqueza de su entorno. Debido  a  que  las interacciones  
son locales, no hay intercambio  entre  estos  agentes,  
por lo que ellos mantienen prácticamente la misma  
riqueza en el tiempo. Esta distribución de probabilidad  
para los agentes con mayor riqueza cambia al aumentar 
el número de vecinos conectados o alcance de la 
interacción k, como se ve en la figura 6. Para  los 
valores de parámetros  de la figura  6 se obtiene  un 
valor del coeficiente de Gini de G ≈ 0,7.

Al aumentar k, pueden existir conexiones entre  los 
agentes más ricos del sistema,  por lo que éstos pueden 
intercambiar riqueza. Esto conduce a que la  
distribución  de  riqueza en este  rango  de w se realice 
de manera no equitativa, lo que se evidencia en la 
formación de una ley de potencia para  valores grandes 
de w. 

En el límite de valores grandes del número  de 
vecinos k, tenemos  una  red con acoplamiento global, 
donde cada agente puede tener interacción con todos 
los demás agentes en el sistema, lo que corresponde  al 
modelo de (Laguna et al. 2005). En ese límite, nuestros 
resultados concuerdan con aquellos del modelo de 
Laguna et al. 2005.

Figura 6. Distribución  de riqueza del sistema.  
k = 16, u = 0,3, f = 0,1.

CONCLUSIONES

La introducción de la topología de conectividad en 
modelos de intercambio económico tiene efectos 
importantes, ya que permite la obtención de 
coeficientes de Gini  comparables a  los de sociedades  
reales  que  son del orden  de  G ≈ 0,6 (Chatterjee et al. 
2005). Hemos introducido el concepto de actividad 
como un nuevo parámetro de orden para caracterizar 
la evolución colectiva de un sistema de agentes 
económicos.

Hemos encontrado que, tanto la actividad del 
sistema  como distribuciones  equitativas de riqueza,  
correspondientes a valores bajos de G, pueden  
lograrse mediante  un aumento de  la  probabilidad   f 
de  favorecer  a  los agentes con menor  riqueza  en  el 
sistema y mediante  una  ampliación  del estrato o 
clase económica para las interacciones posibles. En 
sociedades reales, se puede lograr a través de mejores 
políticas de redistribución de los impuestos.

Nuestros  resultados  revelan que la aparición de 
una ley de potencia en las distribuciones de 
probabilidad  correspondientes a regiones de riquezas 
altas está relacionada  con la capacidad que tienen los 
elementos más ricos del sistema de interaccionar entre 
ellos.
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RESUMEN

Las redes inalámbricas ad-hoc son sistemas  de comunicaciones  móviles que no requieren de una infraestructura fija para  su 
funcionamiento ni de una administración centralizada, a diferencia  de las redes inalámbricas convencionales.  Una red ad-hoc puede  ser 
vista  como un sistema  complejo con acoplamiento local y con movilidad; por esta razón, tareas que son rutinarias en redes fijas tales 
como enrutamiento, localización y sincronización no pueden  ser enfrentadas con los algoritmos  y las técnicas convencionales  diseñados 
para  tales redes. En este artículo se presenta  una revisión de algunos  trabajos representativos acerca  de la aparición de fenómenos de 
auto- organización  en redes ad-hoc y su relevancia  para  la operación de las mismas.

Palabras Clave:  Redes ad-hoc, sistemas  complejos, auto-organización

ABSTRACT

Wireless ad-hoc networks are mobile communications systems that, unlike conven- tional  wireless networks,  do not  require  fixed 
infrastructure or centralized  manage- ment.  An ad-hoc network  can be seen as a complex system  with local coupling and mobility;  for 
these  reasons,  tasks  which are  routinely  performed  in fixed networks such as routing,  synchronization and location cannot  be 
performed with convention- al algorithms  and  techniques  designed  for those  networks.  In this  paper  we present a review of several  
representative works about  the  emergency  of self-organization phenomena  in ad-hoc networks,  and its relevance for the operation  of 
such networks.

Key Words:  Ad-hoc networks,  complex systems,  self-organization
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INTRODUCCIÓN

Las redes ad-hoc son sis temas  de 
comunicaciones compuestos por nodos dotados de 
movilidad, los cuales se comunican entre sí a través  
de enlaces de radio  sin la necesidad de una 
infraestructura fija o de una administración 
centralizada. Esta descripción es muy diferente a la de 
un sistema de comunicación inalámbrico  
convencional  (como por ejemplo los sistemas de 
telefonía celular), en el que la comunicación entre dos 
nodos cualesquiera tiene  lugar  a  través  de un  nodo  
central  fijo  (la  estación  base),  la  cual  lleva  a  cabo 
las tareas  de administración del sistema (ingreso y 
salida de nodos a la red, control  de la potencia 
transmitida, sincronización, facturación, etc). En 
contraste, todos los nodos de una red ad-hoc están 
ubicados en un mismo nivel jerárquico, a  pesar  de 
que  dichos nodos  pueden  ser muy diferentes en 
cuanto a poder computacional, memoria, potencia 
disponible para la transmisión, capacidad de las 
baterías y ancho  de banda  de transmisión. Entre  los 
dispositivos que pueden ser nodos  de  una  red  ad-
hoc  se cuentan  computadores  portátiles, teléfonos 
celulares, asistentes digitales personales (PDAs), 
sensores, y otros productos con capacidad  de 
comunicación inalámbrica, como se muestra en la 
figura 1. Las redes ad-hoc presentan  desafíos 
especiales en cuanto a su administración, 
entendiéndose como administración la capacidad  de 
adquirir  y presentar  la información relativa  a  la  
topología  física  y lógica  de la red a través del 
tiempo.  Debido a la diversidad  en cuanto  a los 
posibles tipos  de nodos, no todos ellos pueden 
contribuir  de igual forma a la consecución de éste 
objetivo. Las restricciones  impuestas  por la 
capacidad  de las  baterías  y  por  la  movilidad  de  
los nodos resultaran  en  frecuentes particiones  de la 
red; asimismo ocurrirían  casos en los que dos o tres 
particiones  se unirían para  formar una red mas 
grande; en ambos casos, el protocolo de 
administración debe ser capaz  de adaptarse a estos 
cambios. Por otra parte,  la calidad de la señal 
inalámbrica puede variar dramáticamente, de modo 
tal que los enlaces entre los nodos se verán 
interrumpidos de forma aleatoria.  Por estas razones, 
la topología lógica  de  la  red  (vista  como un  grafo  
que representa  la conectividad  entre  sus nodos) 
puede  variar  aún cuando  la topología  física se 
mantenga  invariante. Adicionalmente, las redes ad-

hoc son frecuentemente  desplegadas en ambientes 
hostiles y por ello están sujetas a  intercepción, 
destrucción de los nodos,  y posible penetración (e.g. 
un nodo es capturado y posteriormente usado por un 
enemigo), por lo que en su despliegue es necesario 
tomar en cuenta  aspectos  de  seguridad  (Shen et. al, 
2003). Las aplicaciones de las redes ad-hoc son 
muchas y muy  diversas: redes de control  y 
adquisición de datos, redes en campus, redes de area 
personal,  redes en situaciones  de desastre  o 
emergencia, escenarios de combate,  sistemas de 
vigilancia y seguridad,  sistemas de transporte 
inteligente,  y juegos, entre otras.

Figura 1.  Una red ad-hoc.

Bajo  esta  perspectiva,   una  red  ad-hoc puede  
considerarse  como  un  sistema  complejo compuesto 
por un cierto número de agentes  móviles  acoplados  
entre  sí  a través de enlaces de radio; por lo tanto,  
muchas de las propiedades  colectivas no-triviales  
asociadas  con este  tipo  de sistemas  (tales  como, 
sincronización y transiciones  de  fase, entre otras) 
están presentes o pueden ser inducidas en una  red ad-
hoc. 

 Por  otra  parte,  una  red ad-hoc puede ser diseñada 
para que tenga las propiedades  de otros tipos de redes 
complejas tales como las redes de pequeño mundo, las 
redes sociales, o ciertos tipos de redes biológicas.

En   este   trabajo    presentamos   una   revisión 
de la bibliografía relacionada  con los fenómenos de 
auto-organización en redes ad-hoc.  Dicha  revisión  
no es en  manera   alguna  exhaustiva:   nos  limitamos   
a  examinar  aquellas publicaciones  que ponen de 
relieve la relación entre las redes ad-hoc y los 
fenómenos que se dan en otros tipos de redes 
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complejas. El objetivo es proporcionar  al lector una 
visión de las redes ad-hoc en la que estas son 

entendidas  como un sistema  complejo sujeto  a 
muchos  de los mecanismos  y estructuras asociados 
a las redes estudiadas en el ámbito de la física o la 

biología.

Rede Ad-Hoc como sistemas complejos

Dentro  del contexto  de este  trabajo,  un sistema 
auto-organizado consiste de un gran número  de sub-
unidades,  las cuales pueden ser descritas  en términos 
de reglas relativamente  sencillas; la  interacción entre  
dichas unidades conduce a la aparición de 
funcionalidades sofisticadas que no pueden  ser 
explicadas en términos de las propiedades 
individuales. En el caso de las redes inalámbricas la 
auto-organización es inducida por protocolos que 
controlan  el comportamiento global del sistema  a  
través  del conocimiento  del flujo de la información 
entre sus partes. 

 Los algoritmos existentes  en las redes 
convencionales funcionan en base a esta premisa; sin 
embargo, la mayoría de estos algoritmos dependen  
del conocimiento  de la información global (por  
ejemplo,  tablas  de enrutamiento que describen todas 
las posibles rutas entre  todos  los nodos); en contraste, 
los algoritmos diseñados para aprovechar la                
auto-organización en redes ad-hoc se basan en 
paradigmas  que apuntan a reducir la necesidad de la 
información global, obteniendo  los efectos  deseados  
en  base   a  la  información local o en base a métodos 
probabilísticos (Gerhenson y Heilighen, 2003) 

La figura 2, ilustra  estas  ideas: a medida que se 
evoluciona desde un control centralizado  hacia  un 
sistema  puramente  auto-organizado, el grado de 
determinismo  de los algoritmos  disminuye,  a la par 
que se incrementa la escalabilidad de la red.

Figura 2.  Escalabilidad vs. determinismo.

En este contexto, la escalabilidad  se refiere a la 
capacidad  de mantener  el desempeño de la red  a 
medida que se incorporan nuevos nodos (Dressler, 
2006).

Entre  las propiedades emergentes deseables  en  
una  red  ad-hoc  podemos  mencionar las siguientes:

Escalabilidad: El desempeño  de  la red debe 
mantenerse  a medida  que se agregan nuevos nodos a 
la red. El intercambio  constante  de información 
asociado a los cambios de la topologia de la red 
conlleva un importante uso del ancho de banda  
disponible;  adicionalmente,  factores tales                 
como ruido e interferencia, acceso múltiple y 
desvanecimiento  limitan  aún más  dicho ancho de 
banda. Esto es especialmente críıtico conforme el 
número  de nodos aumenta: asumiendo una red con N 
nodos dotados  de antenas  omnidireccionales, el 

ancho de banda disponible por nodo es 1√N  (Cordeiro 

y Agrawal, 2006); las estrategias de auto-organización 
deben  hacer  un uso parsimonioso de este recurso. 
Adicionalmente,  el intercambio de los mensajes de 
autenticación necesarios para garantizar la seguridad 
conforme nuevos nodos son incorporados también 
conlleva consumo de ancho de banda.

Conservacion  de energía:  Los nodos deben  tener  la 
capacidad  de apagarse o de reducir  su consumo de 
energía cuando la situación lo permita; en 
consecuencia, un objetivo de las estrategias  de auto-
organización es prolongar el funcionamiento  de la red 
mediante una administración adecuada de la energía 
de las baterías.

Sincronización: En muchas situaciones es  necesario  
que  los nodos  de la red dispongan  de una  misma 
referencia de tiempo.  Este  es un problema resuelto en 
las redes cableadas convencionales, sin embargo es un 
reto vigente en las redes ad-hoc.

Adaptabilidad: El  desempeño de la red debe 
mantenerse  cuando los nodos o los enlaces entre los 
mismos dejen de operar por alguna razón 
(agotamiento de las baterías, destrucción del nodo, 
ocultamiento,  etc.)

Auto-reparación: El sistema debe ser capaz  de 
detectar, localizar y reparar fallas de manera  

Albornoz,  J.
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automática; estas fallas puede deberse a  
desaparición de nodos, pérdida momentánea de los 

enlaces, sobrecargas, etc.

Auto-optimización: El sistema debe tener la capacidad 
de escoger los parámetros óptimos de funcionamiento 
de la red en respuesta  a los cambios en las condiciones 
ambientales  (por ejemplo, el cambio en el número de 
nodos). 

 Pueden distinguirse cuatro categorías de 
mecanismos  de auto-organización en las redes ad-
hoc; todas ellas tratan de evitar el uso de la 
información global en favor de la información local o 
de los métodos probabilísticos (Dressler, 2006):

Mecanismos basados en  la  localización: Se emplea la 
posición geográfica de los nodos o su afiliación a un 
grupo (cluster) para desempeñar tareas de 
enrutamiento o sincronización.
- Información de la vecindad: Un cluster puede ser 

reducido a aquellos vecinos que están a un  enlace de 
distancia de un nodo central. En ese caso, sólo se 
dispone de la información de la vecindad para  
realizar decisiones.

- Algoritmos probabilísticos: En muchos casos los 
métodos puramente probabilísticos ofrecen los 
mejores  resultados,  sobre todo en redes con alta 
movilidad. 

- Algoritmos inspirados en  la biología: Este tipo de 
algoritmos combi na los métodos dependientes  de la 
información de la vecindad con los métodos 
probabilísticos. Los objetivos son usualmente  
logrados a  través  del uso de lazos de 
realimentación.

En la siguiente sección examinaremos algunos 
ejemplos representativos de mecanismos y estructuras 
que representan la aparición de propiedades  
emergentes en redes ad-hoc. Estos ejemplos 
materializan  los tipos de algoritmos anteriormente 
descritos, o combinaciones de ellos, y han sido 
escogidos entre algunos fenómenos que han recibido 
la atención de la comunidad  científica por años.

EJEMPLOS

Formacion de  Clusters

El problema del enrutamiento en redes ad-hoc 
consiste en seleccionar una secuencia de nodos o ruta  
entre  un nodo de origen y un nodo de destino,  a través 
de una  red  cuya topología está cambiando  en el 
tiempo. Esta particularidad hace que el diseño de 
protocolos de enrutamiento en redes ad-hoc sea 
particularmente difícil. Existen dos tipos de 
estrategias  básicas que pueden seguirse: proactivas  y 
reactivas. Las estrategias proactivas mantienen  tablas  
de enrutamiento que contienen las rutas a cada uno de 
los nodos de la red; cada cierto tiempo esta 
información requiere ser actualizada, generando 
tráfico que consume ancho de banda;  adicionalmente,  
el cómputo de las tablas consume capacidad de 
procesamiento. Las estrategias reactivas, en contraste, 
determinan las rutas a medida que son necesitadas,  sin 
embargo el tiempo requerido por el proceso de 
búsqueda puede ser inaceptable  para la operación de 
la red. Una solución es el enrutamiento jerárquico, en 
el que los nodos geográficamente cercanos son 
agrupados en clusters para posteriormente emplear  un 
esquema de enrutamiento híbrido: proactivo en el 
interior  del cluster  y reactivo entre diferentes 
clusters.

Las estrategias de organización de clusters que 
emplean  un  diámetro  fijo del cluster  o un  número 
fijo de nodos no son adecuadas para  redes ad-hoc,  ya 
que generan  un  gran número de cabezas de cluster1,  
en tanto  que aquellas estrategias basadas en el grado 
de un nodo resultan  en un elevado número de cambios 
de cabezas de cluster cuando cambia la topología de la 
red; por su parte,  las estrategias basadas en criterios de 
movilidad pueden resultar  en nodos aislados. Mitton  
et al. 2004, proponen  una  métrica  para  la 
organización de los clusters  basada  en la densidad  de 
los nodos, así como, una  metodología heurística para  
la selección de las cabezas  de cluster. La metodología 
propuesta  asegura  una  distribución  apropiada   de  
la  carga  y favorece la reelección de los clusterheads, 
reduciendo el tráfico asociado a la aparición de nuevas 
cabezas de cluster. La definición de la densidad 
empleada por los autores  toma en cuenta  el grado de 
conectividad  de los nodos en función del grado del 
nodo y del número de aristas  entre sus vecinos.

La figura 3, muestra  una comparación entre los 
resultados producidos por el algoritmo max-min [1] y 
el algoritmo propuesto. Las redes simuladas en el 
estudio cubren un área de 1 km2, y el rango de los 
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enlaces entre  nodos. El algoritmo max-min resulta 
en la presencia de más de una cabeza por cluster,  en 
tanto  que la estrategia  de Mitton et al. 2004, resulta 
en una distribución homogénea de clusters y cluster- 

heads : los clusters agrupan a nodos con alta 
conectividad  para favorecer el tráfico dentro de los 

clusters, mientras  que los clusterheads tienden a 
aparecer en el centro de cada cluster.

Figura 3.  Comparación  entre algoritmos de  
formación  de  clusters (según  Mitton et al. 2004)

Un trabajo  reciente que considera mecanismos 
de formación de clusters es el de Meng et  al. 2009, en 
el cual se estudia la relación entre la resistencia  de una 
red a la pérdida de nodos y la formación de clusters. 
Otro interesante trabajo de reciente data es el de Leng 
et al. 2009, en el que se propone una estrategia de 
formación de clusters  que  selecciona las cabezas de 
cluster en base a su mobilidad  y a su conectividad;  
esta estrategia  incrementa el tiempo de vida de las 
cabezas de cluster en un 50 % y mantiene el costo de 
enrutamiento por debajo  del necesitado  por otros 
algoritmos semejantes.

Enrutamiento  basado en propagación de  
rumores

Muchos protocolos de enrutamiento en redes ad-
hoc están basados en alguna variante del mecanismo 
de inundacion,  en el que todos los nodos anuncian  las 
rutas  a las que tienen acceso; esto hace que muchos 
mensajes sean propagados innecesariamente,  
consumiendo valioso ancho de banda.  Zygmunt et al. 
2006, proponen una estrategia de enrutamiento  
basada  en el mecanismo  de propagación del rumor  
en una  red  compleja,  la cual  reduce hasta en un 35 % 
el número de mensajes necesarios en comparación con 
el mecanismo de inundación.

La propagación de un rumor  en una red es 
comparable al problema de la percolación en un medio 

poroso, donde cada poro es ocupado  con una  cierta  
probabilidad p. El fenómeno resultante exhibe  
comportamiento bimodal: existe una cierta 
probabilidad crítica p por encima de la cual el fluido c  

forma un cluster percolante  que ocupa la mayor parte  
del material;  para  p<p el fluido tenderá  a formar  c  

muchos clusters  pequeños y aislados.  En  el caso de  
una  red  (regular o aleatoria)  también se observa este 
tipo de criticalidad:  se asume  que cada  nodo repite el 

S rumor  con una  probabilidad p. Sea θ (p) la  fracción  
de  ejecuciones del algoritmo  en las que el rumor no se 

R extingue,  y sea θ (p) la fracci´on de nodos que reciben 
el mensaje cuando  el rumor  no se extingue.  El  rumor 

S 
se  extinguirá  rápidamente  en  una  fracción 1−θ (p), 

S y en la fracción θ (p) de ejecuciones en la que el rumor 
R 

no se extingue, el rumor alcanzará una fracción θ (p) 
de los nodos que, en muchos casos de interés, será 
cercana a 1.

En  el protocolo  básico de enrutamiento por 
propagación de rumor empleado por Zygmunt et al.  
2006, un  nodo  fuente  emite  un pedido  de ruta  con 
probabilidad 1; cuando otro nodo recibe este pedido, 
éste es repetido con probabilidad p a los nodos 

vecinos, y descartado con probabilidad 1− p. Sin 
embargo, si la fuente tiene pocos vecinos, existe la 
posibilidad de que el rumor se extinga. Para evitar  
esto se emplea el protocolo denominado GOSSIP1(p, 
k): cuando un nodo recibe un  pedido de ruta, el 
mensaje  es repetido con  probabilidad 1 durante   los 
primeros k saltos, para después continuar   
repitiéndose con probabilidad p.

S La  figura 4 muestra θ (p)  vs.  p  para GOSSIP1(p, 
6 

4) en una red aleatoria  con 10 nodos  ubicada  en  una  

retícula de tamaño 1000 × 1000. Se  observa  una  clara  
transición de fase: cuando p<0,59 el rumor se extingue  
en casi todas las ejecuciones. Conforme p es 

S 
incrementado  θ (p) crece rápidamente,  pasando  de 0 
en p=0,59 a casi 1 en p=0,65. Este tipo  de  transiciones  
de fase en redes inalámbricas ha sido previamente  
reportado  por Krishnamachari et  al. 2003 y Sasson et 
al. 2003 Es interesante notar que el problema de la 
propagación de un rumor en una red ad-hoc puede 
equipararse  al problema  de percolación en una red 
aleatoria con nodos móviles. Una interesante variante 
del mecanismo de enrutamiento por rumo es propuesta  
por Beraldi 2008, en la que la probabilidad con la que 
se repiten los pedidos de ruta  es variable  pero 
suficiente para que el proceso de búsqueda sea 
sostenible. En comparación con el mecanismo  de 
enrutamiento por inundacion, esta estrategia resulta en 

18

REVISTA CIENTÍFICA UNET/ VOL.21(1):2009.14-26.

1 Las cabezas  de cluster  o (clusterheads ) son nodos responsables  por la 
administración de la comunicación entre  los nodos pertenecientes a un 
cluster, así  como del enrutamiento entre  no dos asociados a diferentes  
clusters.es de 0.1 km. Los puntos  azules representan las cabezas de cluster, 
en tanto  que los demás colores identifican a los distintos  clusters.
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una disminución  de un  80 % en el costo de 
enrutamiento.

Sincronización
Muchas veces existe la necesidad  de que los nodos 

actuén  de forma  coordinada;  por ejemplo, cuando se 
requiere fusión de datos, actuación coordinada  o 
eficiencia en el consumo de energía. Los protocolos 
convencionales de sincronización tales como NTP o 
Reference Broadcast  Synchronization tienen un  
desempeño pobre  en una  red  ad-hoc, o son de 
implementacón  prohibitiva. Tyrrell et al. 2006 han 
explorado  estrategias  de sincronización en redes ad-
hoc inspiradas en sistemas  biológicos; en  particular, 
su  estrategia  está  inspirada  en  el  trabajo  de  
(Mirollo  y  Strogatz, 1991)  en  el  que  se  reporta la  
sincronización  espontanea en enjambres de Pteroptyx  
cribellata, una luciérnaga nativa  del sudeste asiático. 
El enjambre puede ser  modelado  como una red de 
osciladores acoplados por pulsos; la interaccion entre 
cada oscilador ocurre a través de un pulso luminoso 
que es percibido  por los osciladores vecinos. 

Figura 4.  Fracción  de  nodos a los  que llega 
el rumor en  función  de  p. (según Zygmunt  et al. 

2006)
La figura 5 muestra  dos osciladores de pulsos 

acoplados: en la figura la función de fase de un 
oscilador aislado crece linealmente hasta  alcanzar  un 
cierto umbral  en t = 800 ms; a partir  de este instante la 
fase disminuye linealmente  por un período de 200 ms 
hasta que ésta alcanza su de nuevo su valor inicial; en 
ese momento el oscilador se dispara,  emitiendo un 
pulso de luz. Sin embargo, si el oscilador percibe el 
disparo de un oscilador vecino (por ejemplo en t = 
1500 ms) la fase del oscilador regresa prematuramente 
a su valor inicial, reiniciandose el ciclo de oscilación.

  

Figura 5.  Efecto del  acople en  un oscilador de  
pulsos.

(Mirollo  y  Strogatz, 1990) demuestran   que una  
red de estos osciladores converge hacia un  estado  de 
sincronización cuando  cuando existe acople global. 
Este esquema de sincronización puede aplicarse a una 
red inalámbrica haciendo que cada nodo emita una 
ráfaga de pulsos de duración T cuando  el Tx 

correspondiente  oscilador se dispare. Aplicando estas 
ideas, Tyrrell et al. 2006, obtienen sincronización en 
una red ad-hoc con 30 nodos tomando en cuenta  los 
retardos  asociados a la propagación y procesamiento  
de una señal de radio. Una desventaja de esta  
estrategia es que requiere acople global entre los 
nodos, lo cual no es posible si la red supera cierto 
tamaño. Otras estrategias de sincronización en redes 
ad-hoc han sido consideradas por Yang et al. 2008 y 
Sheu et al. 2008.

Redes Sociales y Redes Ad-Hoc
Un elemento  importante en el diseño de buenas 

simulaciones de redes ad-hoc es la selección del patrón 
de movilidad de  los nodos: los modelos comúnmente 
empleados se basan  en procesos de paseo  aleatorio  
(ran- dom  walk ),  una  suposición  muy simple  y 
poco realista.  Debe considerarse,  sin embargo, que 
una red ad-hoc es una red social ya que los nodos son 
portados  por seres humanos,  y  que  los  patrones   de  
movimiento de  las personas  están influenciados  por  
las relaciones sociales. Esto puede ser modelado 
matemáticamente con un alto grado de precisión 
(Musolesi et al. 2005).

Los modelos de movilidad más ampliamente 
usados involucran movimiento aleatorio de los nodos. 
El modelo más simple, el Random Walk Mobility 
Model, es equivalente al movimiento  browniano de 
los nodos. Una versión ligeramente mejorada de este 
modelo es el Random Way-Point Mobility Model, en el 
cual se introducen pausas en el movimiento asociadas 
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a cambios en la dirección y velocidad de los nodos 
(Bai y Helmy, 2004). Estos  modelos son inexactos  
ya que no hay manera de evaluar hasta qué punto 

representan la realidad: específicamente, estos 
modelos generan  trazas con una duración del 
contacto entre  nodos y con un tiempo entre 

contactos que distan mucho de las extraídas de 
escenarios reales. Es fácil apreciar  que  la conducta 
representada por estos modelos no es humana:  para 

modelar tal conducta, es necesario tomar en cuenta la 
estructura de las interacciones  entre  las personas  

que portan  los dispositivos, la cual puede  
representarse formalmente  en términos de redes 

sociales.
Las redes sociales son fundamentalmente 

diferentes  a otros  tipos  de redes complejas. Aún  
cuando  las redes sociales presentan  estructura de  
pequeño  mundo, el tamaño  y cantidad  de los clusters 
es mayor que en otras redes;  esto  es  debido  al  hecho  
de  que  los seres humanos  tienden  a organizarse  en 
comunidades.

Musolesi y Mascolo, (Musolesi y Mascolo                                                                                                                                                                                                                                                          
desarrollaron un modelo  de  movilidad  basado  en  
redes sociales. En este  modelo el grado  de interacción 
entre  dos personas  es representado por un número en 
el rango [0,1] (figura 6); en consecuencia, una red 
social de n personas es representada por una  matriz  de 
interacción M de tamaño n× n. La información  
necesaria para generar la matriz M puede obtenerse de 
un estudio  sociológico o de modelos matemáticos 
capaces  de reproducir  las características de las redes 
sociales reales. Una matriz de conectividad C es 
generada a partir de la matriz  de interaccion M: si el 

valor de un elemento m  M de  la matriz C, de lo i,j ∈
contrario se escribe un 0. A su vez, la matriz de 
conectividad es empleada para detectar  comunidades  
empleando el algoritmo  desarrollado  por Newman y 
Girvan, 2004. Las comunidades así detectadas son 
asociadas aleatoriamente a ubicaciones  en una 
retícula, en las que se ubican los grupos de nodos que 
corresponden  a cada  comunidad. De esta  manera  el 
modelo queda  establecido, y los nodos se desplazan 
entre  las comunidades a partir  de reglas de atracción 
social descritas  a continuación.

Un cierto número  de nodos está ubicado en cada 
ubicación S de la retícula en el tiempo t. Se establece pq 

la atractividad social de cada  ubicación como una  
medida de su importancia  en términos de la relación 
social con un determinado nodo. La importancia social 
es calculada  evaluando la intensidad de las relaciones 
con los nodos que se mueven hacia la ubicación S . p,q

Más formalmente, la atractividad social A de la p,qi   

ubicación S hacia el nodo I serápq 

donde w es la cardinalidad  de C , esto es, el número  Spq 

de nodos asociado a la ubicación S . En otras  p,q

palabras,  la  atractividad social  de  una  ubicación  es 
definida como la suma de los indicadores de 
interaccion  que representan las relaciones  entre  i  y 
los nodos que pertenecen  a esa ubicación particular, 
normalizada por el número total  de nodos asociados a 
dicha  ubicación. El modelo permite  que un nodo se 
mueva de acuerdo a dos mecanismos  alternos,  uno  
determinístico en la selección de la ubicación que 
ejerza la mayor  atractividad, y otro probabilístico 

Figura 6.  Un  ejemplo de  una red social (según  Musolesi y Mascolo, 2004) 
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basado  en  la  probabilidad de  que  se seleccione 
una ubicación en forma proporcional a su 

atractividad. El modelo fue validado empleando 
información proveniente  del estudio realizado por 
Chaintreau et al. 2005; el modelo propuesto genera 

datos que son consistentes con los datos  reales tanto  
en la duración de los contactos  entre nodos como en 

el tiempo entre contactos.
Una interesante aplicación de las redes sociales en 

el ámbito de las redes ad-hoc es la planteada por Wang 
et al. 2009, en la que la estructura de una red social es 
utilizada  como base para una métrica para detectar  
comportamientos anómalos en nodos móviles, 
previniendo  de esta  forma intrusiones  en la red. La 
estructura social también ha sido usada en el 
enrutamiento para la diseminación de mensajes por 
publicación/suscripción en redes ad hoc (Dhillon et al. 
2007)

Auto-organizacion usando mecanismos inspirados 
por la  biología

Muchos sistemas biológicos son los sistemas  
complejos por  excelencia: ellos están constituidos por 
un gran número de unidades autónomas que generan 
comportamientos de adaptación eficientes a través de 
la auto-organización;más aún, los sistemas  biológicos 
son robustos ante las perturbaciones internas o la 
pérdida de unidades, poseen  la capacidad de sanar, y 
son capaces de sobrevivir  y evolucionar en una gran 
variedad de ambientes. Estas propiedades han  servido 
como fuente de inspiración para el diseño de 
mecanismos de auto-organización en sistemas  
complejos  tecnológicos  como  las  redes  ad-hoc.  La  
meta  es  tomar  ventaja  de las  similaridades  entre  la  
estructura de  los organismos  vivientes  y  la  de        
las redes ad-hoc, diseñando sistemas con la       
capacidad  de configurarse, administrarse, y repararse  
automáticamente (Dresller, 2005a)

Un interesante ejemplo de la adaptación de 
mecanismos biológicos en el ámbito de las redes  ad-
hoc es Ant-Hoc Net(Di caro et al. 2005), una estrategia 
de enrutamiento basada  en el comportamiento de las 
colonias de hormigas  en la búsqueda de alimento.  
Este es un caso de un proceso de aprendizaje  

2  estigmergico que ocurre a través de la feromona 
segregada por estos insectos. 

Las hormigas que recorren las rutas  existentes  
entre  el hormiguero  y una fuente  de alimento  
marcan  estas  rutas  con feromona, dirigiéndose de 
preferencia  hacia caminos con alta  concentración de 
esta substancia.  Las rutas  más cortas son recorridas 
más rápidamente y con mayor frecuencia, por lo que 

son marcadas  con mayor  intensidad. Tales  rutas  
atraen  más  hormigas,  lo que  a la vez aumenta el 
nivel de feromona. La feromona  es volátil, por  lo que 
desaparece  de aquellas rutas que no son usadas con 
frecuencia.  El efecto neto es el de un  proceso de 
reforzamiento  de aprendizaje  distribuido que permite  
que la mayoría de las hormigas emplee la ruta  más 
corta.

En Ant-Hoc Net  la información acerca de las rutas  
es obtenida a partir de un proceso estigmérgico usando  
agentes  generados  por los nodos, los cuales tienen 
como tarea  evaluar  una  ruta  hacia  un  destino.  Un  
agente que viaja  desde una  fuente  hasta  un  destino 
colecta  información  acerca  de la calidad de la ruta 
(por ejemplo, el retardo  asociado a la misma); al 
regresar hacia la fuente, actualiza la información de 
enrutamiento en los nodos intermedios; esta 
información es mantenida en la forma de tablas en 
cada nodo. 

i La tabla de enrutamiento T en el nodo i  es una 
i  matriz,  donde cada  elemento    T ∈  R de la tabla 

representa  un estimado de la calidad de la ruta  desde i 
a través del vecino n  hasta  el destino d. Los elementos 
de la tabla juegan el papel de variables estigmérgicas 
en el proceso de aprendizaje: un agente que evalúa una 
ruta hacia un destino lleva a cabo un proceso de 
decisión estocástica de enrutamiento en cada nodo, 
asignando  una mayor probabilidad a las rutas con una 
mayor calidad,  mientras que un agente que regresa a la 
fuente actualiza las tablas, influenciando en 
consecuencia las decisiones de otros  agentes.  Es por 
esta razón que a las tablas se les denomina “tablas de 
feromona”, y los estimadores de la bondad de la ruta  
“valores de feromona”. 

Los paquetes  de  datos  son enrutados   
estocásticamente: el algoritmo escoge con mayor  
probabilidad aquellos enlaces asociados a altos 
valores de feromona. El  resultado  es un  balanceo  
automático de la carga en la red. Ant-Hoc  Net es un 
algoritmo híbrido: es reactivo en el sentido de que los 
nodos sólo adquieren información  acerca  de aquellos 
otros nodos con los que se están comunicando,  pero a 
la vez es proactivo ya que los nodos tratan de mantener 
y mejorar la información de enrutamiento.
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Figura 7.  Costo de  enrutamiento vs.  número  de  
nodos (según  Di  Caro et al. 2005)

La  figura   7  muestra   el  costo  de  enrutamiento 
(routing   overhead )  versus el número de  nodos  en  
la  red  para  una  simulación  en la  que  se emplean  
Ant-Hoc Net y AODV, un estándar de facto para 
enrutamiento en redes ad-hoc. Se verifica que para  
redes con más de aproximadamente 80 nodos  el costo  
de  enrutamiento  de  AODV crece linealmente;  en 
tanto  el costo asociado a Ant-Hoc Net crece mucho 
más lentamente. Otros trabajos que consideran 
enrutamiento basado en el comportamiento de 
colonias de hormigas son los de Dhillon et al. 2007 y 
Kamali y Opatrny, 2008.

Comportamiento  de   pequeño  mundo en  redes 
ad-hoc

Sea una  red descrita  por un grafo G. Se define la 
longitud característica L de red como el número 
promedio  de saltos  entre  dos nodos  cualesquiera.  
Asimismo,  se define el coeficiente de agrupamiento o 
clustering C como la relación entre el número de n 

aristas que existente  entre  el nodo n y sus vecinos, y el 
número  total  de aristas  posibles entre los vecinos de  
n.  

El  fenómeno de  pequeño mundo  consiste  en  una  
reducción drástica en la longitud característica 
acompañado de valores altos del coeficiente de 
agrupamiento; esta reducción ocurre cuando  algunos 
nodos son aleatoriamente recableados con conexiones  
de  largo  alcance.  La  estructura de pequeño mundo 
fue inicialmente  estudiada en redes relacionales 
(Milgram, 1967; Wang y Man, 2009); en contraste, el 
fenómeno no se observa en redes espaciales, en las que 
hay restricciones de distancia entre nodos: en tales 
redes los valores de la longitud  característica y del 
coeficiente de agru pamiento  son similares.

Las redes de comunicaciones inalámbricas 
pertenecen  a la categoría de los grafos espaciales, en 
los que las aristas  entre  los nodos dependen del 
alcance de los enlaces de radio. 

En estas redes existen altos valores del índice de 
agrupamiento debido a la localidad de los enlaces 
(muchos  de los vecinos de un  nodo son a su vez 
vecinos entre  sí); además, debido a esta localidad, es 
de esperarse un alto valor de la longitud característica. 
Sin embargo, la estructura de pequeño  mundo  puede 
ser inducida añadiendo de forma aleatoria algunos 
enlaces con longitudes  del orden de una pequeña 
fracción del diámetro de la red (Helmy, 2003). 

Estos enlaces funcionan como atajos entre las  
cabezas de cluster, a través de los cuales es canalizada 
la información acerca de los nodos en los clusters a 
través de las conexiones locales. El reducir la distancia  
promedio de las rutas tiene una ventaja adicional:             
(Watts y Strogatz, 1998) demostraron  que una 
condición fundamental  para  la escalabilidad de una 
red es el mantener  la longitud promedio de las rutas  
pequeña a medida que la red crece.

Helmy 2003, realizó simulaciones en una red 
compuesta  por 1000 nodos en una área de 1 km × 1 
km; en dicha  red  se realizó  un  recableado  aleatorio  
entre  los nodos con una cierta  probabilidad p; para  
cada valor  de p se determinaron la longitud  promedio 
de las rutas  L(p),  la longitud  máxima de las rutas 
m(p), y el coeficiente de agrupamiento C(p); estas 
cantidades fueron normalizadas  con respecto a L(0), 
m(0) y C(0), valores obtenidos para  p = 0. La figura  8 
muestra los resultados obtenidos: se observa una  clara  
diferencia entre los efectos del recableado  en la 
longitud  promedio  de las rutas  y en el coeficiente de 
agrupamiento: la reducción en la longitud promedio 
ocurre drásticamente para  0,002 <p< 0,2; valores  
mayores de p no contribuyen gran cosa a esta 
reducción. 

Por ejemplo, para obtener una reducción del 25 % 
en L basta con hacer p ∼ 0,002; en contraste, para  
obtener  una  reducción  de un  25 % en C se requiere p 
∼ 0,09, lo que significa una diferencia en p de casi dos 
órdenes de magnitud. Estos resultados  sugieren que 
es posible disminuir drásticamente la longitud         
media de las rutas sin afectar la estructura  de  la              
red recableando aleatoriamente unos pocos                  
nodos.
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Figura 8.  Reducción  en  la  longitud de  las rutas 
y en  el coeficiente de  agrupamiento vs.  

probabilidad de  recableado (según Helmy, 2003)

Cavalcanti  et  al. 2004, estudiaron  la emergencia 
de la  estructura de pequeño  mundo en  redes  ad-hoc  
en el que la conectividad de la red es representada en 
términos de la probabilidad de percolación. A 
semejanza de (Helmy 2003), estos investigadores 
también considera una red ad-hoc compuesta  por 
1000 nodos en una  área  de 1 km × 1 km,  cada uno de 
los cuales tiene un alcance r = 35 m; la red  resultante 
es desconectada.  Se introducen en la red una fracción f 
de 'nodos especiales' con enlaces de largo alcance            
r=r  La probabilidad de percolación es calculada para f.

cada realización de la red y promediada sobre 100 
realizaciones. La figura 9(a) muestra la probabilidad 
de percolación en función de la  fracción f  para  r = f    

2r, 3r, 5r  y 8r: se verifica que la conectividad  de la 
red aumenta  en función de f para  diferentes  valores 
de r . Para f<0,01 la red permanece desconectada  sin f 

importar  el valor de r ; por otra parte,  para f > 0,2 se f 

tiene una red casi completamente conectada,  la cual 
no muestra  una  mejora  significativa  con posteriores 
incrementos en f. Este resultado  sugiere que hay un 
límite superior en el número de 'nodos especiales' 
requeridos para transformar una topología 
desconectada  en una conectada. La figura 9(b)  
muestra  la probabilidad de percolación  en función  
de la razón  r/r para  f = 0,05, 0,1, 0,2, 0,3 y 0.7. Se f 

observa que para todos los valores de f hay un valor 
crítico de r para  el que la conectividad  experimenta  f  

un aumento  drástico; incrementos posteriores en r no f   

tienen gran efecto sobre la conectividad.
La estructura de pequeño mundo en redes ad  hoc 

también ha sido estudiada por Filiposka et al. 2007         
y Chen et al. 2008. Este último trabajo es 
particularmente interesante al considerar la relación 
entre 'la inclusión  de ‘nodos especiales” de           
largo alcance y la emergencia de criticalidad  
autoorganizada de la red.

Figura 9.  Probabilidad de  percolación  en 
función  de  f  y de  la  razón  r/r (según f   

Cavalcanti et al. 2004)

La estructura de pequeño mundo en redes ad        
hoc también ha  sido estudiada  por Filiposka et al. 
2007 y Chen et al. 2008. Este último trabajo es 
particularmente interesante al considerar la relación 
entre “la inclusión de nodos especiales” de largo 
alcance y la emergencia de criticalidad  auto-
organizada de la red.

                         CONCLUSIONES

El objetivo  de este  trabajo  es el de presentar 
algunos ejemplos representativos de mecanismos  y  
estructuras que  conducen  a auto-organización en 
redes ad-hoc. Estas  redes constituyen  un ejemplo de 
sistema  complejo tecnológico susceptible de ser 
estudiado a partir  de las herramientas empleadas  por 
la física y la matemática. En  consecuencia, muchos de 
los fenómenos y estructuras asociados a la auto-
organización en redes complejas pueden observarse o 
incorporase a las redes ad-hoc. 

 En este trabajo  hemos examinado algunos de 
estos fenómenos; sin embargo, vale la pena mencionar 
que hay otras interesantes instancias de auto-
organización en redes ad-hoc que no fueron 
mencionadas como los mecanismos para asegurar 
cooperación entre nodos (Michiardi et al. 2009; 
Buttán y Hubbaux, 2003; Huang et al. 2008; Wang et 
al. 2008), sistemas inmunitarios artificiales 
(Sarafijanovic y Le Boudec, 2004; Byrski y Carvalho, 
2008; Schaust y Sczcerbicka, 2008), mecanismos de 
reacción-difusión (Durvy y Thiran, 2005; Hyodo et al. 
2007; Yoshida, 2008) y redes auto-reparables (Elliot y 
Heile, 2000; Gui y Mohaptra, 2003; Feng y Zhou, 
2006;  Elhadef et al. 2007), entre  otros que serán 
explorados en una futura revisión exhaustiva  del 
tema.
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COEXISTENCIA DE TEMPERATURAS  GRANULARES DIFERENTES EN UNA CAPA 
GRANULAR FLUIDIZADA
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RESUMEN

En este trabajo presentamos un cálculo para  determinar la coexistencia  de temperaturas granulares  entre  dos fases que poseen 
densidades  diferentes.  El modelo se basa  en un conjunto de ecuaciones hidrodinámicas generalizadas  para  un fluido granular  que 
toman  en consideración  la disipación de energía cinética, la cual se deriva del carácter inelástico  de las colisiones entre  granos.  Se 
muestra que existe un acoplamiento  entre  la difusión y la disipación de energía, la cual depende  de forma no trivial  de las densidades,  
dando  origen a la coexistencia  de temperaturas granulares diferentes.  Se muestra además  que los resultados  obtenidos  por el presente  
análisis coinciden cualitativamente con los experimentos.

Palabras Clave:  Medios granulares, temperatura granular, coexistencia  de fases

ABSTRACT

In this work we present a calculation  for the coexistence of granular  temperatures between  two phases  with  different densities.  The  
model is based  on a hydrodynamical description  for a granular  fluid, which takes  into  account the  kinetic  energy dissipation arising 
from the inelastic nature  of the collisions between grains. We show that there  exists a coupling between  the diffusion and dissipation 
coefficient, which depend  in a non trivial  manner  on the  densities,  and determines  the  coexistence of different granular  temperatures. 
The results  presented  in this work are in agreement with experiments.

Key Words:   Granular media, granular temperature, phase coexistence
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INTRODUCCIÓN

     A diferencia  de muchos fluidos, los materiales 
granulares incluyen la coexistencia de regiones 
sólidas,  líquidas y gaseosas, que producen una 
variedad rica de comportamientos complejos (Jaeger 
et al. 1996 y Aranson et al. 2006). La coexistencia de 
fases fuera del equilibrio ha sido observada 
recientemente en un serie de experimentos 
remarcables sobre capas granulares sujetas a 
vibraciones (Olafsen et al. 1998; Prevost  et al. 2004; 
Olafsen et al. 2005, Gotzendorfer et al. 2005 Reis et al. 
2006). En  1998 Olafsen y Urbach, reportaron que una 
mono-capa bidimensional de granos esféricos sujeta a  
vibraciones verticales exhibe un régimen  bi-modal,   
esto es, gas-líquido, sólido-líquido o sólido-gas 
(Olafsen et al. 1998). Este  régimen está  caracterizado  
por una  región densa  de granos con  movilidad baja 
circundada por granos que poseen  una   movilidad   
muy  alta (similar a un gas de partículas agitadas) 
(Olafsen et al. 1998; Prevost et al. 2004). Esta 
transición de agregación (clustering) ocurre  cuando  
la magnitud  de las vibraciones  que  perturban  al  
sistema  es  reducida (el  sistema  es  “enfriado”). Esta  
transición se parece surgimiento de inestabilidades 
conducidas  por agregación  observada  en un gas de 
partículas inelásticas (enfriamiento libre)  descubierto  
por  Goldhirsch  y Zanetti en 1993  (Goldhirsch et al. 
1993). Una observación fascinante que requiere 
atención especial es la observación  de la ausencia  de 
equipartición  de la energía cinética entre las fases 
coexistentes (Prevost et al.  2004).

En  los materiales  granulares,  que  están bajo la ac 
del campo gravitatorio, el estado fluidizado se obtiene 
cuando el sistemaes vibrado en la dirección vertical en  

la base del recipiente que los contiene, a través de un 
desplazamiento  armónico A(t) = A sin(ωt), donde A0 0  

es la amplitud  máxima de oscilacion y ω = 2πf  es la 
frecuencia de oscilación. La  materia   granular   en  el  
estado fluidizado puede ser descrita a nivel 
“macroscópico” mediante las ecuaciones de la 
hidrodinámica  en  analogía  con  la  mecánica  de  
fluidos (Haff, 1983 y Campbell, 1990). Estos modelos 
hidrodinámicos  han  provisto  de  una  visión muy útil 
del comportamiento producido por vibraciones 
utilizando la correspondencia entre el movimiento de 
las moléculas en gases densos y el movimiento 
aleatorio de los granos (Haff, 1983 y  Herrmann, 
1998).

En  contraste   con  un  gas  molecular que se 

encuentre  en el estado de equilibrio, donde la energía 
cinética media de una molécula es proporcional a la 
temperatura del gas (temperatura  termodinámica), el 
estado  natural de equilibrio de un material  granular es 
una  configuración estática que obedece a la naturaleza 
inelástica  de las colisiones entre partículas. Para  la 
mayoría de los sistemas dinámicos disipativos  
perturbados mediante fuerzas externas,  el balance  de 
energía puede ser escrito de la forma dE/dt = I-D, 
donde E es la energía total del sistema, constante  en la 
ausencia de procesos disipativos y forzamiento 
externo, I es la potencia suministrada  por la fuerza 
perturbadora externa y D  es la potencia  disipada  por 
el sistema. Sí se alcanza un régimen que sea 
estadísticamente estacionario, los promedios  
temporales (I) y (D) deben ser iguales. Por lo tanto, el 
estado estacionario fuera  un  sistema granular necesita 
de un  flujo constate  de energía externa  (termostato) 
para compensar la potencia de energía disipada 
(Herrmann,  1998 y Aumaître et al. 2001). Por otra 
parte, cuando el estado estacionario fuera  del  
equilibrio  es  alcanzado  (i.e., (I)= (D)),  y en analogía 
con un gas molecular, podemos definir una 
temperatura granular, que es proporcional  a la energía  
cinética media de los granos. Esta  temperatura no está 
relacionada con la temperatura (termodinámica)  
interna  de  los granos.  Sin  embargo,  es una medida 
de las fluctuaciones de las velocidades de los granos,  
en yuxtaposición con el sentido de la temperatura 

1
termodinámica para  un gas molecular real . 

Como consecuencia de la naturaleza disipativa  y  
fuera  del  equilibrio  de  un  sistema  granular   no  se  
puede esperar  a  priori  que  la  temperatura  granular   
juegue el mismo rol que la temperatura termodinámica  
en  lo  concerniente   a: i) El  control  de la  dirección  
del flujo de calor y ii) Sirva de criterio  de 
termalización.  El primer  punto  puede  evidenciarse  
a  través de los gradientes de temperatura que aparecen  
en un sistema  granular  confinado  entre  una  pared  
que vibra (“fuente   de  calor”)  y  una pared  reflectora  
(Brey et al. 2000). Por otra parte, experimentos  
recientes  han  mostrado que materiales  granulares 
fluidizados pueden comportarse como baños térmicos 
que satisfacen la relación de fluctuación-disipación 
(Baldassarri  et al. 2005). Sin embargo,  debido a la 
naturaleza inelástica de las colisiones entre  granos no 
es de esperarce  que un equivalente  al teorema  de 
equipartición exista para un medio granular. En efecto, 
la falta de equipartición de energía en medios 
granulares ha sido observada  claramente  en el caso de 
mezclas binarias de granos que difieren en tamaño y/o  

28

REVISTA CIENTÍFICA UNET/ VOL.21(1):2009.27-34.

Trujillo,  L.;  Roca  J.;  Sigalotti  Di G. 

1  Las referencias (Baldassarri  et al. 2005, Serero et al. 2007, Baxter  et al. 
2007) presentan una discusion extendida sobre la definición de temperatura 
en materiales granulares.



densidad (Feitosa et al. 2002, Barrat  et al. 2002). 
Las simulaciones numéricas realizadas  por  (Barrat  
et al. 2004) muestran que las relaciones  clásicas  de  

Green-Kubo se satisfacen por separado para cada  
componente  de una mezcla granular.  Ellos también 
observaron el caso cuando la concentración de una 
de las dos componentes tiende al límite diluido, que 

puede  interpretarse como un  termómetro que no 
altera al sistema considerablemente.  En  este  caso 

se observa  claramente  que el termómetro está 
midiendo su propia temperatura y no la del medio 

granular circundante.  Estos hallazgos nos obligan a 
pensar con cuidado sobre la posibilidad de establecer 

una analogía de un baño térmico para un material  
granular.

  Experimento recientes han esbozado que la 
temperatura granular  no está distr ibuida   
uniformemente a través de una capa granular (Olafsen 
et al. 1998, Prevost  et al. 2004, Olafsen et al. 2005, 
Gotzendorfer et al. 2005, Reis et al. 2006). Por 
ejemplo,   los  experimentos   realizados por  Olafsen 
y  Urbach   (Olafsen et  al. 1998) muestran que al 
disminuir la tasa de inyección de energía 
(disminuyendo la amplitud de vibración), el         

2 sistema  puede ser “enfriado” progresivamente
observándose el surgimiento de agregados 
transcientes localizados. Al seguir disminuyendo la 

 
perturbación surge una transición de fase con la 
nucleación de un agregado de partículas sin 
movimiento coexistiendo con un fluido granular 
circundante. Resultados similares fueron reportados 
por (Prevost et al. 2004), quienes observaron  la  
nucleación homogénea de  un cristal en una capa densa 
de esferas de acero. Estos experimentos muestran  que  
las dos fases coexistentes muestran temperaturas 
granulares  muy diferentes, demostrándose así  que la 
ley cero  de la termodinámica  no se  satisface  para  la  
temperatura  granular. Por lo tanto,  la analogía de un 
baño térmico para un medio granular debe ser 
cuestionada seriamente. 
      

Motivados por estos hallazgos experimentales, el 
presente  trabajo  esta consagrado al calculo del campo  

 
de temperatura granularen una capa.  La aproximación  
adoptada se basa sobre un modelo hidrodinámico para 
materiales granulares fluidizados. Se construyen 
soluciones analíticas para las diferencias de 
temperatura granular  entre una fase densa  embebida  
en  una  fase menos  densa,  en una placa plana cuya 
geometría posee simetría radial.  Estos  cálculos son 
realizados para  el estado  estacionario,  cuando  la  
fase densa ya se ha formado.  El cálculo  es similar  a 
los cálculos del campo  de temperaturas en materiales 

compuestos con inclusiónes (Hasselman, 1987). Por  
lo tanto,  la dinámica del proceso de nucleación no es 
considerada en este trabajo. Sin embargo,  
presentamos una explicación heurística del proceso de 
nucleación dirigido por las inestabilidades  que surgen 
por la redistribución  de masa  en un gas granular.  
Finalmente,  se discuten  algunos aspectos  sobre la 
analogía entre  el proceso de coexistencia de fases con 
temperaturas diferentes en un medio granular y 
algunos fenómenos de la física de temperaturas bajas.

TEORÍA

Podemos  asumir  que  un  medio granular puede 
ser descrito  a nivel macroscópico  por un  conjunto  
de  ecuaciones  hidrodinámicas  continuas  en  franca  
analogía con un  fluido (Haff, 1983). Las  ecuaciones  
del  balance  de los campos  medios  que  caracterizan   
al  flujo  granular  (masa,  momentum   y  energía), así 
como, las relaciones constitutivas pueden derivarse  
de la teoría cinética de gases no-uniformes  
(Brilliantov et al. 2004). Para  un medio granular  las 
ecuaciones cinéticas son modificadas para  tomar  en 
consideración la naturaleza inelástica de las colisiones 
entre granos. La validez de la aproximación  
hidrodinámica, incluido el límite denso, ha sido 
justificada  recientemente a través de comparaciones 
de la teoría con varios  experimentos (Losert et al. 
2000).

Como modelo mecánico para describir un medio 
granular  consideremos  una  coleccion de partículas 
inelasticas cuya superficie es lisa y poseen un diametro 
d y masa m (en este trabajo  normalizamos  la masa         
m  = 1). La partículas interactuán a través de colisiones 
inelásticas, siguiendo la siguiente transformación de 
velocidades:

 , donde  losíndices 1 y 2  especifican  a  las partículas,  c
son las velocidades luego de ocurrida  la colisión, c1,2   

ˆ  son las velocidades previas a la colisión, c = c − c y k12  1  2  

es el vector unitario normal al plano tangencial de 
contacto  en la dirección de 1 a 2. La inelasticidad  es 
especificada por un coeficiente de restitucion  
constante  e ≤  1. Asumimos que este coeficiente es 
independiente  de la velocidad de impacto.

Ecuaciones hidrodinámicas
  Las variables hidrodinámicas locales son: la  
densidad  de  partículas  n(r, t), el campo de  flujo     

Coexistencia de temperaturas granulares diferentes…

2
  Por  enfriamiento queremos  significar  la  disminución de las velocidades 

de fluctuacion de las particulas que se traduce por lo tanto en una 
disminución  de la energía cinética. 
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u(r, t) y  la  temparatura granular T(r, t). La 
temperatura granular es definida como la energía 

cinética media. La dinámica del sistema esta 
determinada por las ecuaciones de balance para  la 
densidad, el momentum y la energía, siendo esta 

última complementada  con  un  término  adicional  
que  toma

ˆ donde P es el tensor de presión, q es el vector de flujo 
de energía. Estas ecuaciones pueden derivarse de 
forma rigurosa a partir de las ecuaciones cinéticas de 
Enskog-Boltzmann generalizada  para  partículas 
inelasticas.  Estas  ecuaciones deben ser suplementada 
con las respectivas  relaciones constitutivas para para  
partículas inelasticas.  Estas  ecuaciones deben  ser 
suplementada con las respectivas relaciones 

ˆ 
constitutivas para P q y D. Cuando e=1⇒ D=0  
podemos recobrar el balance de energía para esferas 
duras elásticas.

En el límite de la aproximación de primer orden  en 

los gradientes  de los campos  medios, el tensor de 
ˆ  presión P  posee, al nivel de Navier-Stokes,  la forma 

Newtoniana  canonica: 
ˆ T                  P  =pI+μ(∇u  + ∇u)

donde p es la presión hidrostática, µ es la viscocidad y 

el tensor unitario  I. para  sistemas densos la ecuación 

de estado para  la presión hidrstatica puede escribirse 

como
p = nZ T

donde Z es el factor de compresibilidad,

3
siendo v= πnd /6  la fracción de empaquetamiento  y la 

función de distribución radial está dada por la relación 

de (Carnahan  et  al. 1969):

CAMPO DE TEMPERATURA GRANULAR

Ahora procedemos a calcular el campo de 
temperatura granular cuando  coexisten  dos fases de 
medios granulares con densidades diferentes. El 
cálculo se desarrolla para el estado estacionario. Pero 
primero deseamos introducir una explicación 
fenomenológica del proceso de nucleación.

Agregación
Podemos comprender la transición de agregación  

(clustering)  de  manera  heurística  al  considerar  que  
los gases/fluidos  granulares  poseen una  tendencia   a  
coagular en agregados  incluso   en  los  casos  donde  
la  distribución de masa inicial es homogénea 
(Goldhirsch et al. 1993). Esta propiedad puede 
entenderse sobre la base de las siguientes 
consideraciones, así como, a  través de los cálculos 
detallados en el trabajo (Goldhirsch et al. 1993). Un 
fluido granular, al igual muchos otros sistemas,  
experimenta fluctuaciones en la densidad. Debido a 
que en los dominios que son relativamente densos la 
tasa de colisiones (la cual es proporcional al cuadrado 
de la densidad) es mayor que en los dominios diluidos,  
la energía cinética en los dominios densos decae a una 
tasa mayor que en los dominios diluidos,  debido al 
carácter inelástico de las colisiones entre  granos. Por 
lo tanto,  la diferencia  de presiones  conduce a los 
granos desde un dominio diluido hasta un  dominio  
denso,  incrementando la densidad de este último 
progresivamente, dando origen al surgimiento  de 
aglomerados.  A su vez los aglomerados que van 
surgiendo pueden agragarse entre si directamente para 
formar aglomerados mayores, y ellos pueden 
colisionar entre ellos destruyéndose mutuamente. El 
origen de estas inestabilidades  que conducen a la 
formación de los agregados  en el caso de capas 
bidimensionales surge de la disminución progresiva 
de la fuerza perturbadora externa  (Olafsen et al. 
1998). Por lo tanto un análisis detallado  de la 
dinámica del proceso de agregación requiere la 
consideración del acoplamiento de las fuerzas 
perturbadoras externas en las ecuaciones de campo de 
la descripción hidrodinámica.

Lamentablemente este es un problema que no ha 
sido resuelto aún para los medios granulares, y 
constituye toda una investigación a parte que va mas 
allá  de los objetivos  que  persigue  este  trabajo en el 
cálculo de la diferencia de temperaturas en una capa 
granular.  Teniendo esto en cuenta, el análisis que 
sigue a continuación considera que el sistema  ha  
alcanzado un  estado  estacionario  en  forma  análoga  
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a las observaciones experimentales  reportadas en 
(Olafsen et al. 1998 y  Olafsen et al. 2005).

Solución  estacionaria
En el régimen estacionario  y en ausencia de corrientes  
de flujo (u = 0), la ecuación para  el balance de la 
energía se reduce a: 

 · (κ T ) = D                    ∇ ∇ (5)

La relación consitutiva  para el flujo de calor,  
 −κ T ,                           

     qx= ∇ (6) 

define la conductividad  térmica  del sistema 
(Brilliantov et al. 2004): 

√ (7)κ = κ* T                             

donde
  

donde G = gν .

Para estimar  la tasa de disipación D consideramos 
la perdida promedio de energía cinética por colisiones 
por unidad de tiempo. En una colisión binaria la 
energía cinética disipada puede ser expresada en 
términos de la temperatura granular  como

2 
            ∆E = −(1 − e )T /2                        (9)
Para   un   fluido  de  partículas   la  frecuencia de 

colisiones ω ~        y asumimos que viene dada por  la  
frecuencia  de  colisiones  de  Enskog (Chapmann  et 
al. 1970):

D/2 donde Ω = 2π /Γ(D/2) es la superficie de una esfera 
unitaria  D-dimensional.  Multiplicando  ∆E por  la 
tasa  de colisiones ω y la densidad n = N/V, obtenemos 
la tasa de disipación de las partículas de fluido 
granular:

Para  simplificar la notación definimos el factor de 
disipación

Para  poder expresar así la Eq. (11) como
3/2                                                      D=yT (13)

Ahora procedemos a resolver la Eq.(5). En 
analogía con la geometría de los experimentos  
(Olafsen et al. 1998 y Olafsen et al. 2005) 
consideramos el caso de un disco (aproximacion 
quasi-bidimensional). Las soluciones de la Eq.(5) con 
simetría radial deben satisfacer la ecuación.
   

Esta ecuación diferencial no-lineal puede 
simplificarse bajo la aproximación de presión 
uniforme  a través  del sistema.  Esta  aproximación 
está justificada por las observaciones experimentales 
(Prevost et. al 2004) que muestran  que las fases 
coexisten a temperaturas  diferentes,  pero con presión 
casi constante. Al linealizar (14) la ecuación resultante 
pude escribirse de forma sencilla en términos de la 

 variable w ≡ 

donde

  
 Este coeficiente acopla los efectos de difusión por 

efecto del gradiente de energía cinética y la disipación 
de energía.

Ahora bien, para calcular la diferencia de 
temperaturas granulares en la capa con simetría radial  
consideramos dos regiones que se diferencian a través 
de la densidad. De las ecaciones anteriores se deduce 
fácilmente que el coeficiente λ es una  función que 
depende de forma no trivial de la densidad del sistema 
λ = λ(n). Sea entonces el caso de una región 

comprendida  entre  0 < r ≤ r , que corresponde  a la I 

región del condensado  que  esta circundado  por la 

región r < r ≤ r que es menos densa y que corresponde I 0  

al fluido, esto es n  > n . Esta diferencia de densidades I F

esta expresada a través de los coeficientes λ  para  cada I 

dominio como
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Las soluciones de la ecuación (17) están 
determinadas por las condiciones de contorno 
impuestas  sobre  el sistema.  La  temperatura en  la  
superficie  r es  T (respectivamente w(r ) = w ). 0   0   0 0

Luego en la interface  localizada  en r = r , w(r) I 

satisface  la relación  de continuidad

      w (r ) | = w (r) | .                          − r = r I +  r = r I

(18)
Donde denotamos  por  −  y  + las regiones internas  

y externas  al condensado  justo  en la interface.
El flujo de enrgía cinética también impone otra  

condición de borde interna.  Suponemos que el flujo de 
energía  es continuo  sobre la superficie de la interface.  
De la ecuación (6) podemos  fijar  que  la  temperatura 

 
granular debe cumplir con

 

La solución de la ecuación (17) es una 
combinación  lineal de funciones de Bessel de orden 
cero w (r) = {I (λr), K (λr)}, esto es1 0 0

                                         para 0 < r ≤ r  (20)I       

                                         para r < r ≤ r (21)I 0        

donde A , A , B y B son constantes que deben ser − + − + 

determinadas a partir de las condiciones de borde.

La función K (λr)  diverge cuando r → 0, entonces0 

                                   B = 0                           (22)− 

Cuando  r = r la ecuación (21) debe satisfacer la  0 

condición de borde

                          w (r)| = w ,                         (23)+ r=r0   0

esto es, 

         A+ I (λF r ) + B+ K (λF r ) = w               (24)0 0 0 0 0

 
Sobre la superficie interna  la condición de borde (18) 
w (r ) = w (r ) conduce a− I + I 

       (25)

La condición de borde interna  (19) conduce a

       (26)

Igualando las ecuaciones (25) y (26) obtenemos
         
       (27)

De las ecuaciones (24) y (27) la constante  B es+ 

                                                                              (28)

Sustituyendo la ecuación (28) en (27) se obtiene

                   (29)

Sustituyendo las ecuaciones (28) y (29) en la ecuación 
(25) se obtiene

                                                                              (30)

Finalmente,  la expresión  del campo  de temperatura 
granular  entre  el condensado  y el fluido granular  es

                                                                               (31)

donde las constantes  A , A y B estan  dadas  por las − +  + 

ecuaciones (30), (29) y (28), respectivamente.
La información contenida en los coeficientes λ y λI F   

toman en cuenta el acoplamiento entre  la difusión  y la 
disipación de energía en el sistema. Estos coeficientes 
dependen de manera  no trivial  de la densidad.  El 
análisis directo  de la dependencia  con la diferencia de  
densidades  de  la  ecuación  (31)  se complica  aun  
más con los coeficientes de  integración  calculados  a 
partir  de las condiciones  de  borde.  En  la figura 1(a) 
presentamos un  calculo numérico cualitativo  de la 

w-(r) = A-I0(λI r) + B-K0(λI r)   para  0 < r = rI ,  (20) 

y 
w+ (r) = A+  I0 (λF  r) + B+ K0 (λF  r) para  rI < r = r0,  (21) 
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temperatura granular  del sistema  (ecuación (31)) 
cuando existe  una  región de densidad n circundada   I  

por  una  región de  densidad n , siendo n > n . De F I  F 

este  calculo podemos observar  claramente  que la 
región con mayor densidad posee una temperatura 

granular menor. Mientras que en la región que 
circunda al condensado, la cual posee una densidad 

menor, la temperatura granular es mayor. En la 
figura 1(b)podemos apreciar que el comportamiento 

cualitativo de nuestro resultado coincide bastante 
bien con los resultados  experimentales  reportados  

por  (Prevost et al. 2004).

CONCLUSIONES

En este trabajo  presentamos un desarrollo analítico 
para el cálculo del gradiente del campo de temperatura 
granular cuando en el sistema conexiste una región de 
mayor densidad y una de menor densidad. Basados en 
un modelo de ecuaciones hidrodinámicas, que se 
derivan de la generalización de la ecuación de 
Boltzmann-Enskog para gases densos, donde se 
incluye el efecto de la disipación de energía cinética,  
pudimos derivar  una  expresión para  la  temperatura  
granular  del  sistema  en el estado  estacionario.  Esta  
coexistencia de temperaturas inducida por la  
diferencia de densidades es posible solo por la 
naturaleza inelástica de las colisiones entre  los granos 
que constituyen  el medio. De lo contrario, la energía 
cinética quedaría claramente equidistribuida en el 
sistema. Esto es una manifestación clara que el sistema 

solo puede estar en un estado  fuera del equilibrio 
termodinámico.

La formulación analítica presentada  en este trabajo  
podría extenderse  para  otros sistemas similares 
donde coexistan fases con temperaturas diferentes. La 
ecuación (31) es análoga en su estructura al caso del 
estudio conductividades térmica tefectivas en 
materiales compuestos  donde  surgen resistencias de 
barreras  térmicas (Hasselman, 1987). Es interesante  
notar que para los materiales compuesto las 
resistencias térmicas   que  surgen en la interfase entre  
dos fases presentan  una analogía con la resistencia de 
Kapitza,  la cual surge en la interface  entre  dos fases 
de helio liquido con densidades diferentes. Lo cual es 
muy parecido al fenómeno descrito en este trabajo  en 
medios granulares. Los medios granulares por  tratarse 
de sistemas atérmicos, donde la temperatura definida 
en el sentido  usual  de  la  termodinámica  no  puede 
aplicarse, han servido de sistemas de referencia para  
establecer analogías con fenómenos físicos que 
ocurren  a temperaturas muy bajas. Los resultados  
presentados  en este  trabajo podrían orientarse  en esa 
dirección.
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Figura 1.  Campo de  temperatura granular cerca de  la  interface entre la región de  mayor densidad 
circundada por el fluido granular. La  figura(a) corresponde al  cálculo   realizado a partir de  la 

 ecuación  31  y la  figura(b) corresponde los  resultados experimentales reportado por
(Prevost et al.  2004)
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problema de coexistencia de fases.
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(Estimating fractal dimension in  time series of fetal cardiac
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RESUMEN

En este trabajo se presenta  un estudio de la variabilidad del patrón de la frecuencia cardíaca fetal, mediante  métodos de análisis de 
sistemas no lineales. Estudios  realizados en las últimas décadas sugieren que el comportamiento de la frecuencia cardíaca es un proceso 
con dinámica no lineal cuyo comportamiento complejo puede explicarse a partir de modelos caoticos. Estas técnicas han sido 
particularmente útiles para caracterizar diversas  patologías y su grado de avance.  El ritmo  cardíaco es perturbado por alteraciones  del 
sistema nervioso central,  causados por muchos factores externos, tales como el consumo de drogas,  no ingerir alimentos  adecuados,  el 
envejecimiento fisiologico de la madre,  etc. Estas  condiciones están asociadas  con la pérdida de la complejidad de la dinámica del latido 
cardíaco fetal. Estos cambios, que posiblemente no son detectable por métodos convencionales,  pueden  ser cuantificados  usando  las 
técnicas de series de tiempo no lineal. En particular, la dimensión del atractor podría utilizarse  como un criterio de discriminación entre 
pacientes  sanos y enfermos. El aspecto principal  a resolver en el análisis de un sistema caótico, es la reconstrucción del espacio de fases a 
partir de la señal univariada. Para  lograr  este objetivo  se utiliza la técnica propuesta por Grassberger  y Procaccia  (1983).

Palabras Clave: Dimensión fractal, frecuencia cardíaca fetal,  análisis no lineal, sistema caótico.

ABSTRACT

In  this  work a study  of the  variability of the  pattern of the  cardiac  frequency  in fetuses appears,  by means of methods  of analysis of 
systems nonlinear. Studies made in the  last  decades  suggest  the  behavior  of the  cardiac  frequency  is a process withdynamics  
nonlinear  whose complex behavior  can be explained  from chaotic  models. These  techniques  have  been  particularly useful to  
characterize diverse  pathologies and their degree of advance.  The heart  rate  is disturbed by alterations of the central nervous system, 
caused by many external  factors, such as the drug consumption, not to ingest suitable  foods, the physiological aging of the mother,  etc. 
These conditions are associate  with the loss of the complexity  of the dynamics  of the cardiac  beat  of the fetus. These changes that are not 
possibly detectable by conventional methods, they can be quantified  using the techniques  of series of time nonlinear.  In individual, the 
dimension of the atractor could be used like a criterion  of discrimination between healthy  and  ill patients. The  main  aspect  to solve in 
analysis  of a chaotic  system, it is the  reconstruction of the  space of phases  from the  univariada signal. In order to obtain  this objective 
the propose technique  by Grassberger  y Procaccia  (1983) is used.

Key Words:  Fractal dimension,  fetal  heart  rate, non linear analysis, caos system.
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INTRODUCCIÓN

   El análisis de las series de tiempo que provienen de 
sistemas no lineales, es de mucho interés debido a que 
se han convertido en una herramienta confiable para el 
estudio de medidas que tienen  dinámicas complicadas 
como por ejemplo, los sistemas físicos, económicos, 
fisiológicos o biológicos. Las técnicas de 
reconstrucción de la dinámica, desarrollada  en la 
década de los 80 del siglo pasado, permiten  
reconstruir  a partir  de una señal de observaciones 
experimentales la dinámica del sistema  en un  espacio 
de fase de dimensión  menor  donde  se reproduce  la 
dinámica original del sistema. Estas técnicas son 
aplicadas a fenómenos que tienen un comportamiento 
no lineal,  con la idea  subyacente  de  capturar  la  
mayor información de su  estructura, y además   
observar si exhiben alguna conducta dinámica 
especifica o tienen  alguna  tendencia  sobre  escalas  
de tiempo  múltiples. La dinámica  de los datos puede 
tener un comportamiento similar a un proceso caótico 

 o estocástico. Ambos procesos pueden tener una 
conducta  errática similar  pero  estructuras diferentes, 
ya  que un sistema dinámico determinístico es un 
sistema  cuyos  parámetros  internos o  variables  de 
estado  siguen una  serie de reglas, mientras  que los 
procesos estocásticos tienen un comportamiento 
aleatorio. El espacio de  fase  de  un  sistema dinámico 
continuo está descrito por un campo vectorial que rige 

 
el recorrido de las cariables de estado del sistema con 
respecto al tiempo.  El recorrido de estas variables se 
denomina óbitra o trayectoria. En el espacio de fase 
existen ciertos subconjuntos  que atraen  (o repelen) a 
las trayectorias que pasan  cerca de ellos. Una  región  
del  espacio  de  fase  recibe  el nombre  de atractor si 
toda  trayectoria  que comienza cerca de la región se le 
aproxima a medida  que el tiempo  transcurre. De 
hecho si  dicha  región  atrae   a  todas   las órbitas del  
espacio  de  fase  recibe el  nombre de atractor global. 
Cuando el sistema  es lineal estas   regiones   de   
atracción   sólo   pueden ser  puntos,   que  se  conocen  
como  puntos fijos;  los  sistemas  no  lineales  en  
cambio pueden  presentar  una  gama  mas amplia  de 
regiones de atracción: puntos fijos, ciclos límites y 
regiones más complicadas  conocidas  como 
atractores extraños. Los sistemas donde aparecen 
estos últimos se denominan caóticos. Existe una  
extensa   bibliografía sobre  este tema, ver: (Casdagli, 
1992), (Ruelle, 1989), (Ott, 1993), (Takens, 1981), 
(Smith, 1992), (Wolff, 1990), (Theiler, 1990), (Kantz, 
et al. 1997), (Kaplan et al. 1995) entre otros.

Los campos de  aplicación de estas técnicas, 
abarcan: electrofísica, dinámica de fluidos, astrofísica, 
climatología, biología y medicina entre otras áreas  
(Kugiumtzis et al. 1994). En  el ámbito   de  la  
medicina,  que  es  la aplicación que se estudiara en 
este artículo, existen muchos   antecedentes,  entre   
ellos están  los  trabajos   de  Richter  y  Schreiber 
(1998)  quienes  estudiaron   las  propiedades del 
monitoreo de la  frecuencia  cardíaca humana  y 
usaron el método de inmersión del espacio de fase para 
tratar las señales. Las aplicaciones  prácticas  que  
ellos discuten  se refieren a la filtración del ruido, la 
extracción del monitoreo de la frecuencia cardíaca 
fetal y la detección automática de características 
clínicas  relevantes.  Casdagli  (1997),  considera  el 
problema  de detectar  cambios  en las fuerzas que 
impulsan el sistema dinámico mediante gráficos 
recurrentes  y propone técnicas  estadísticas,  tales  
como el método de  los  datos  subrogados  de  Thelier 
et al. 1992, que permite detectar una  estructura no 
lineal en una serie temporal, para evaluar su 
significancia. El ejemplo que utiliza  para mostrar  esta 
metodología es una serie de tiempo de registros de 
respiración de un individuo con apnea del sueño.  
Goldsberger et  al. 1990,  analizaron   la  variabilidad   
de la frecuencia cardíaca como un proceso de dinámica   
no lineal de naturaleza  fractal cuyo comportamiento 
podría ser explicado a partir  de modelos caóticos,  
debido a que la frecuencia cardíaca es perturbada por 
las alteraciones del sistema nervioso. Finalmente 
Carvajal  et  al. 2000, utilizaron  la  dimensión de 
correlación como un índice para estimar la  
complejidad de la variabilidad de la frecuencia  
cardíaca tanto en personas sanas como en pacientes  
con cardiomiopatía hipertrófica  y dilatada.

 En este artículo nos concentramos en analizar   
señales de frecuencias cardíacas en fetos, 
considerando el monitoreo de la frecuencia cardíaca de 
fetos sanos y con patologías. En la figura (1) se muestra  
el grafico simultáneo  de  las  series temporales de dos 
fetos promedios de las muestras  uno sano  y  el  otro  
patológico. La serie con el color azul representa  al feto 
sano,  mientras que la serie de color rojo representa  el 
feto con patología. En la figura puede observarse que  
el monitoreo  de  la  frecuencia  cardíaca del feto con 
patología difiere del feto sano.

  El  resto  del  artículo  es estructurado como sigue, 
se discuten los métodos para la reconstrucción del  
espacio  de  fase  de  la serie de  tiempo  generada  por  
el monitoreo de  la  frecuencia  cardíaca  de  los fetos  
y  se definen  las  técnicas  que  se utilizarán  para 
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estimar  los parámetros (tiempo  de  retardo τ  y 
dimensión  de inmersión  m)  de la señal no  lineal  
estudiada,  también  se  presentan los resultados  
obtenidos  por la metodología propuesta,  luego se 
hace una discusión sobre los resultados y finalmente  
se establecen  las conclusiones finales del trabajo.

MÉTODO

Considérese  una  serie  de  tiempo  univariada  
{x , x2, ..., xN } generada  por un  sistema dinámico  1

determinístico  d-dimensional  f  : Rd+p   → Rd   con  p 
parámetros  y  una  función  de  observación  no  lineal  

desconocida h : Rd  → R de acuerdo a:
                 si+1 = f (si , γi )  (1) y

xi+1 = h(si+1 ) (2)

donde: si  ∈ Rd   y (1) denota  la ecuación de estado del 
sistema, la ecuación (2) denota la ecuación de 

observación del sistema y γi ∈  Rp es una fuerza de 
impulso no observada  que varía lentamente;  es decir, 

∥ γi+1 − γi ∥ es una distancia  relativamente pequeña   
entre los estados sucesivos del sistema. Se puede 
considerar que las funciones f y h son suavizadas en 
casi todas partes y ambas son desconocidas. Entonces 
dada la serie {x1 , x2, ..., xN}de longitud N, se 
construyen los (N−(m−1)τ) puntos (vectores 
desfasados)

vi =  xi , xi+τ , xi+2τ , ..., xi+(m−1)τ            (3)
donde: m es la  dimensión  de  inmersión, τ es el 
tiempo retardo o demora y i=1, 2, ..., N − (m−1)τ .  
Estos vectores  defasados  se utilizan  posteriormente 
para  reconstruir  el atractor en  el espacio  de  fase. 
Los teoremas  de  inmersión  ( Takens, 1981) y  (Sauer 
et al. 1991) muestran  que si la secuencia v representa  i  

un vector de medidas del estado del sistema  dinámico, 

entonces bajo ciertas condiciones generales, tales    

como una  escogencia adecuada  del tiempo de retardo 
τ  y  una  elección  de  la  dimensión de  inmersión  m  
lo suficientemente  grande, se puede  reproducir  una  
imagen  uno a uno del conjunto  original de los datos.  
Hay una literatura extensa sobre como escoger los 
parámetros m y τ en una forma óptima (Hegger et al. 
1998). Sin embargo, la mejor elección depende de la 
naturaleza del problema.

En la literatura se han  propuesto  diversas medidas  
no lineales para  estimar  la complejidad  de una serie 
de tiempo,  tales como: la dimensión de correlación, el 
exponente mayor de Lyapunov, los índices de 
información y complejidad, los mapas de Poincaré, el 

  
método de los datos  subrogados  y las entropías, con  
la  intención  de  identificar  la  presencia no lineal y 

 
posiblemente conductas  caóticas de las series de 
tiempo.  En  este  trabajo  se utiliza la dimensión de 
correlación como herramienta  para  estimar  la 
dimensión fractal.

var´ıa lentamente;  es decir, ∥γ − γ ∥es una distancia  i+1 i 

relativamente pequen˜a entre los es-tados sucesivos 

del sistema. Se puede consid- erar  que las funciones f 
y h son suavizadas en casi todas  partes  y ambas  son 
desconoci- das. Entonces dada la serie {x , x , ..., x } de 1 2 N 

 
longitud N, se construyen los (N − (m − 1)τ ) puntos  
(vectores desfasados) 
v =  x , x , x , ..., x   (3)
i i i+τ i+2τ i+(m−1)τ 

donde:  m  es la  dimensi´on  de  inmersi´on,  τ es  el  
tiempo de  retardo o  demora  y  i  =1, 2, ..., N  − (m  − 
1)τ .  Estos  vectores  de- fasados  se utilizan  
posteriormente para  re- construir  el atractor en  el 
espacio  de  fase. Los teoremas  de  inmersi´on  (  
[Takens 1981] y  [Sauer .et al 1991]) muestran  que si la 
se- cuencia vi  representa  un vector  de medidas del  
estado  del  sistema  din´amico,  entonces bajo  ciertas  
condiciones generales,  tales  co- mo una  escogencia 
adecuada  del tiempo  de retardo   τ  y  una  elecci´on  
de  la  dimensi´on de  inmersión  m  lo suficientemente  
grande, se puede  reproducir  una  imagen  uno a uno 
del conjunto  original de los datos.  Hay una literatura 
extensa sobre como escoger los parámetros m y τ en 
una forma o´ptima (ver [Hegger .et al 1998] y  sus  
referencias).  Sin embargo, la mejor elecci´on depende 
de la nat- uraleza del problema.
En  la  literatura se han  propuesto  diversas medidas  
no lineales para  estimar  la comple- jidad  de una 
serie de tiempo,  tales como: la dimensión de 
correlación, el exponente  may- or de Lyapunov, los 
´ındices de informaci´on y complejidad, los mapas de 
Poincar´e, el m´eto- do de los datos  subrogados  y 
las entrop´ıas, con  la  intenci´on  de  identificar  la  
presencia no lineal y posiblemente  conductas  
ca´oticas de las series de tiempo.  En  este  trabajo  se 
utiliza la dimensión de correlación como her- 
ramienta  para  estimar  la dimensión fractal
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Métodos para estimar τ  y m

     Como ya se ha establecido, el espacio de fase de un 
sistema dinámico, puede ser reconstruido a partir  de la 
observación  de una  serie de tiempo  univariada  
escogiendo adecuadamente m y τ en la ecuación (3). 
Una primera manera de escoger el tiempo de retardo τ, 
es usando la función de autocorrelación, que se define 
por: 

donde x es la media  aritmética  y se elige τ de tal  
manera que la función γ (τ) tienda  a cero,  es decir,  se 
minimiza la dependencia estadística entre las 
coordenadas  de los vectores. En la práctica, no se 
conoce a priori la dimensión del sistema dinámico, y la 
dimensión de inmersión es necesaria para la 
reconstrucción del espacio de fase. Por lo tanto, el 
estimador  de la dimensión es obtenido incrementando 
la dimensión de inmersión hasta que el estimador de la 
dimensión se estabilice.

Una segunda  estrategia  para  escoger τ  es a partir 
de la funcion de informacion mutual (AMI), sugerida 
por Fraser y Swinney (1986), como una  herramienta 
para determinar un tiempo de retardo  razonable. A 
diferencia de la función de autocorrelación, la 
información mutual  toma  en cuenta  las correlaciones 
no lineales, y se estima mediante la siguiente ecuación:

donde para alguna partición elegida sobre los números 
reales, p es la probabilidad  de encontrar  un valor de la i  

serie en el i-ésimo intervalo, p es la probabilidad de  j  

encontrar un valor de la serie en el j-ésimo  intervalo, y 
p (τ) es la probabilidad conjunta de que una  ij    

observación cae en el i-ésimo intervalo y otra 
observación cae más tarde  después de un tiempo  τ  en 
el j-ésimo intervalo.  Nótese que la ecuación en (5) no 
depende del tamaño de la partición  de los datos y 
puede ser fácilmente calculada. El criterio de selección 
del τ  se basa en lo siguiente, si el tiempo de retardo de 
la información mutual muestra  un mínimo para ciertos 
valores de τ, entonces este es el candidato  idóneo para 
elegir un tiempo de retardo  razonable. Es importante 
señalar que los argumentos anteriores pueden ser 
modificados cuando la dimensión de inmersión        
excede a dos, es decir, la información mutual 

generalizada  puede ser definida usando  el concepto 
de suma de correlación (dimensión de correlación y 
entropías).

Un método para determinar un mínimo suficiente 
para  la dimensión de inmersión m fue propuesto  por   
(Kennel et al. 1992) y es llamado el método del vecino 
falso. La idea es completamente intuitiva y consiste en 
lo siguiente, supóngase que la dimensión de inmersión 

1 2 Nmínima para una serie {x , x  , ..., x }es m . Esto 0

significa que en el espacio de retardo de dimensión  m  0

el atractor  reconstruido es una imagen uno a uno del 
atractor en el espacio de fase original.  las propiedades  
topológicas  se preservan,  y los vecinos de un punto 
dado son trasladados a vecinos del espacio de retardo. 
Por su puesto, la forma  y el diámetro  de los puntos  de 
la vecindad son transformado de acuerdo al exponente 
de Lyapunov. Pero supóngase ahora que la inmersión 
es en un espacio de dimensión m con m < m . La 0

estructura topológica de esta proyección ahora no se 
preserva, y los puntos  son proyectados  en puntos en 
una vecindad  de otros puntos  los cuales podrían estar  
en una dimensión mayor, y estos puntos son los 
llamados los vecinos falsos. La idea del algoritmo del 
vecino falso es la siguiente. Para cada vector de retardo  

v = (x , x , ..., x )i i i+τ i+(m−1)τ 

se observa su vecino mas cercano

vf Se calcula la distancia  ∥v − v ∥ y luego se itera en i 

ambos puntos  y se calcula: 

                                                                            (6)

Si R excede un umbral  R dado, este punto es i  t  

marcado como el vecino falso más cercano. El criterio  
de parada  para  determinar la dimensión  de inmersión 
consiste en considerar que la fracción  de puntos  para  
los cuales R > R es cero, o al menos sea lo i t 

suficientemente pequeño. En la práctica, se gráfica la 
fracción de vecinos falsos como una función de la 
dimensión  de inmersión y se toma  el valor mínimo. 
La implementación del vecino falso permite 
especificar la separación  temporal mínima de los 
vecinos validos.

En este trabajo,  también se usa una técnica de tipo 
lineal de una serie temporal tradicional para  
complementar el método anterior. Como el interés es 
encontrar  la dimensión de inmersión,  entonces  se 
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ajusta un modelo autoregresivo  y con ello se 
determina  el orden de la serie. Estos modelos han 

sido ampliamente  usados para  inferencia y 
pronóstico de procesos. En este caso particular, no lo 

usaremos  como predictor lineal, nos interesa 
encontrar el orden del modelo que permita hacer un 
balance entre  la reducción de la varianza del error y 

el número de parámetros estimados. Una medida 
utilizada  para tal fin es el criterio  de información de 
akaike. Para un modelo de orden k, el criterio  puede 

ser escrito como sigue:

2donde σ  es la varianza de los datos y k es el número de e,k

parametros que intervienen en el modelo. Si la serie 
temporal  se modela como un proceso autorregresivo,  
entonces  el valor de k, es el valor que minimiza al 
criterio de CI A(k), y por lo tanto, es un estimador  del 
orden del modelo autorregresivo.

Dimensión de  correlación

Hay muchas formas de definir la dimensión y han 
sido muchas las revisiones bibliográficas realizadas en 
este campo. Hegger et al. (1998) señalan que las  
dimensiones  generalizadas son una clase de medidas 
utilizadas  para caracterizar los fractales. La dimensión 
de Hausdorff es desde el punto  de vista matemático, el 
concepto mas natural para caracterizar  los conjuntos  
fractales,  mientras  que la dimensión de información 
toma  en cuenta  las frecuencias de visitas relativas  y 
por lo tanto es más  atractiva en los sistemas  físicos, 
mientras que para la caracterización de medidas de 
datos  y otros  conceptos  similares,  la dimensión de 
correlación es la mas adecuada. Supóngase {x , ..., x } 1 N 

es una serie temporal de longitud N, de la cual se 
construyen  los vectores desfasados:

v = (x , x , x , ..., x )
i i i+τ i+2τ i+(m−1)τ 

donde:  i = 1, 2, ..., N = N − (m − 1)τ, y el entero  m es la m   

dimensión de inmersión en el espacio de fase. La 
integral  de correlación C (c) del proceso es definido m 

por el número de pares de vectores, v , v i < j, que están a i j 

una distancia є uno del otro, corregido por un factor de 
corrección, y donde є > 0 es fijado.

donde I denota la funcion indicatriz  del conjunto  
.{∥v− v∥< є} y ∥  ∥ es una norma, (generalmente  se i j

2  toma la norma L ). El límite

es llamado  la integral  correlación. Para  muchos 
sistemas se observa que C (є) tiene una conducta de ley 
potencia para c pequeño, por lo tanto C (є) se puede 
aproximar como sigue:

p C (є) ≈ є (9)
donde p representa  el estimador de la dimensión  del  
atractor. Este resultado motiva el siguiente 
procedimiento  propuesto por Grassberger y Procaccia  
(1983) para  la estimación de p, partiendo  de la 
expresión:

  El método esencialmente consiste en graficar el log C 
(c)el log C (c) contra  log(c) y se observa la proporción 
de puntos  sobre la cual el gráfico es aproximadamente 
lineal,  la pendiente de la recta  de regresión construida  
sobre esa porción es el estimador  de la dimensión de 
correlación p. La dimensión de inmersión m se 
incrementa  hasta  que los valores de p se estabilicen. 
En la práctica se ajusta  un modelo de regresión lineal:

log C (є) = β + β log C (є) + ξ0 1 

donde  ξ es un término  de error  aditivo  que se 
distribuye  normal con media cero 0 y varianza 

2constante σ , que es independiente de c. La 
dimensión de correlación se estima por β = p.1  

RESULTADOS

Para  mostrar  la  metodología  propuesta, se 
analizó una muestra de 28 individuos dividida en 2 

 
grupos. En la primera muestra estudia el 
comportamiento de la frecuencia cardíaca  fetal  (fcf )  
en  un  grupo  de  14 fetos  sanos y en la segunda  
muestra  se analiza un  grupo de 14 fetos de embarazos 
con patología, ya  sea, hipertensión,  crecimiento fetal 
restringido (cfr) y anemia materna. Los datos  
provienen  de registros  tomados  en el hospital Dr. 
Adolfo Prince Lara  ubicado  en la  Ciudad  de Puerto  
Cabello perteneciente al Estado Carabobo, Venezuela. 
Los registros de los fetos se obtuvieron a través de la 
monitorización  electrónica  antenatal  utilizando un 
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cardiotocograma  marca  Medison FM 50; se 
monitoreo  durante  15 minutos  en condiciones 

basales,  el registro  en papel  se digitalizó para  su 
conservación y se analizó por medio de un programa 

denominado Engauge Digitizer. Este programa es 
desarrollado bajo la Licencia Pública GNU. Después 

de obtener todos los puntos  digitalizados  como 
frecuencias, se exportan  de manera tabulada como  

texto  plano,  en  formato  CSV  (data para Microsoft 
Excel).

 De esta manera se obtienen  diferentes  valores  de 
la frecuencia cardíaca fetal medidas en el tiempo  
constituyéndose en una serie temporal.Para el análisis 
de las series  temporales se usaron los paquetes: fdim 
implementado por Martínez et  al. (2004) que  permite 
calcular la dimensión fractal  y el tseriesChaos 
implementado por Di Narzo (2005), utilizado  para el 
análisis de series de tiempo no lineal. Ambos rutinas 
están implementadas bajo el ambiente de 
programación  R desarrolladas bajo Licencia Pública 
GNU, de distribución libre. En la tabla 1, se muestra un 
resumen estádistico de la dimensión de correlación 
estimada de los fetos sanos y fetos con patología. 
También se puede observar  la media, el valor mínimo, 
el primer  cuantil,  la mediana, el tercer cuantil, el valor 
máximo y la varianza muestral  de cada  muestra  
analizada.  

En  la figura 2, se muestra  un boxplot de las 
dimensiones de correlación estimada  para fetos sanos 
contra  fetos que presentan  patologías. En las figuras 3 
y 4 se pueden observar: un histograma,  un  boxplot,  la 
función de densidad  de probabilidad y un gráfico de 
normalidad  para  la distintas  muestras  estudias que 
corresponden a las dimensiones de correlación 
estimadas a partir de fetos sanos y fetos con patologías, 
respectivamente. Los gráficos muestran  que los datos 
son normales. En  la  figura  5, se muestran  4 gráficos, 
donde  el primero  denota  la función de correlación,  y  
el segundo  representa el índice de información mutual  
promedio (AMI); ambos gráficos  son utilizados  para  
determinar el tiempo  de retardo  o demora τ  en la serie 
temporal.  En  la  parte  de abajo  de la  misma  figura  
están los gráficos que permiten determinar la 
dimensión de inmersión m de la serie; para  tales fines 
se usó el criterio de información de akaike y el 

algoritmo del vecino falso; es decir, el tercer grafico se 
obtiene ajustando un modelo autorregresivo  lineal y se 
toma  el valor  de k que  minimiza  el criterio de 
información de akaike, CIA(k) y el cuarto grafico se 
obtiene  utilizando el algoritmo  del vecino falso. La 
serie representada en la figura 5 corresponde a una 
serie que proviene de un feto sano. En la figura 6, se 
muestran  los mismos gráficos dados en 5, solo que el 
dato analizado es una serie temporal que corresponde a 
un feto que presenta patología.

En las figuras 7 y 8 se muestran dos gráficos de la 
integral de correlación muestral estimada  para un feto 
sano y un feto con patología promedio de cada muestra 
con tiempo de retardo  y de dimensión de inmersión 
con valores estimados  iguales a τ = 2, m = 3 y τ = 3,         
m = 4 respectivamente.

En las figuras 9 y 10, se muestran los atractores 
reconstruidos  para  un  feto  sano y  un  feto  con  
patología promedio de cada muestra con sus 
respectivos tiempos de retardo y dimensión de 
inmersión estimados para valores  iguales a  τ = 2, m  = 
3 y τ  = 3, m = 4, respectivamente.

Figura 2. Boxplot de la dimensión  de 
correlación  para fetos sanos y patológicos
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Tabla 1. Resumen estadístico de la dimensión de correlación estimada 
de los fetos sanos y fetos con patología

ĞÑPŎŒ Ì ÑŇÒM Ì WŌÒÖ Ŏ Ø1 Ø2 Ø3 Ì ÙŔÒÖ Ŏ ĲMǾÒMŌŖM 

Ĭ MŌŎŒ 0 .9 30 7  0 .9 0 0 0  0 .9 20 0  0 .9 2 5 0  0.9 4 7 5  0 .9 7 0 0  0 .0 0 0 4 3 7 91 2 1  

Ĩ atología 0 .9 0 2 1  0 .8 4 0 0  0 .8 82 5  0 .9 0 0 0  0.9 2 0 0  0 .9 4 0 0  0 .0 0 0 8 4 8 90 1 1  
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Figura 3.  Prueba de  normalidad de  los datos fetos sanos

Figura 4.  Prueba de  normalidad de  los datos fetos patológicos
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Figura  5.  Espacio de fase  feto sano (τ = 2, m = 3) 

Figura 6.  Espacio de  fase  de  un feto patológico  (τ = 3, m = 4)
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Figura 7.  Integral de  correlacion muestral:

feto sano (τ = 2, m = 3)

Figura 8.  Integral de  correlación muestral feto 
patologico (τ = 3, m = 4)

 DISCUSIÓ N  DE  RESULTADOS

Para lograr los objetivos trazados en este trabajo se 
analizaron dos grupos de señales cada uno de tamaño 
14, se estimó la dimensión de correlación de 
ambos grupos de estudios y se realizó un  test  de 
hipótesis suponiendo que las muestras  obtenidas   

son  independientes idénticamente  distribuidas  de  
poblaciones normales;  es decir,  se realizó una  prueba  
t  para  la diferencia  de medias,  obteniéndose un t = 
3.05, con un p-valor  igual a 0.0093, indicando que hay 
diferencia significativa entre los promedios de las 
dimensiones de correlación entre fetos sanos y fetos 
con patologías. También se estimo un intervalo de 
confianza del 95 % para las diferencias de medias igual 
a (0.0083,0.048),el cual concuerda con los argumentos 
anteriormente esbozados; es decir, dicho intervalo no 
contiene el cero lo que implica que hay una diferencia 
entre  las medias.

En  la figura  2 se observa  una  marcada diferencia 
entre  la dimensión  de correlación estimada  para  los 
dos grupos de estudios; es decir, los fetos con  
patología  presentan en promedio una dimensión de 
correlación inferior que los fetos sanos.

Un problema fundamental a considerar para 
reconstruir el espacio de fase mediante  una serie 
temporal univariada es la selección  de los parámetros 
m y τ en el vector dado en (3). Si la demora 
reconstruida es muy pequeña las coordenadas del 
vector son muy parecidas  y el atractor reconstruido  se 
concentraría en la diagonal  del espacio de fase. Por  
otro  lado, si la demora reconstruida es muy grande las 
sucesivas coordenadas  del vector  de demora no están 
relacionadas y el atractor reconstruido  no  muestra  la  
verdadera  dinámica. En este trabajo  se propusieron 
dos métodos para estimar el tiempo  de retardo τ  y dos 
técnicas para estimar  la dimensión de inmersión m.  
Para  estimar  τ  se utiliza  la  función de correlación  y 
índice de información mutual promedio AMI. La  
función AMI puede ser considerada como una  
generalización de la función de autocorrelación que 
sólo suministra una medida de dependencia  lineal de 
los datos. La función AMI promedia sobre todas las 
observaciones en función de ciertos retardos; 
específicamente, suministra  un  promedio de cierta  
cantidad  de información sobre v dado v . El mejor i+j i 

estimador  del tiempo de retardo  o demora es el primer 
m nimo de la serie AMI. Para  un feto sano promedio se í

tiene que un valor de retardo  aproximado  es τ  = 2 y m  
= 3; y para  un  feto patológico promedio el τ = 3 y m = 
4.

En  las figuras 7 y 8 se puede  observar que la  
integral de correlación muestral  se estabiliza 

aproximadamente en C (є) ≈ 0.94 con є ≈50 para el feto 
sano, mientras que para el feto con patología se 

estabiliza en C (є) ≈ 0.92 con C≈ 90.   En las figuras 9 y 
10 se puede observar que la dinámica del atractor 
reconstruido para  una  feto promedio  sano es muy  
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diferente  al obtenido por un feto promedio  con 
patología, es decir; la dinámica es mucho mas 
compleja para el feto sano que el feto con patología.

CONCLUSIONES

 En este trabajo  se presentan  una técnica para  el 
análisis  no lineal  de series de tiempo que provienen 
de sistemas fisiológicos. En particular; se han 
analizado senñales de la frecuencia cardíaca fetal, 
estos resultados  a futuro podrían servir de ayuda  para  
la elaboración de técnicas de diagnóstico de 
patologías, control de embarazos y discriminación de 
enfermedades cardíacas. También podrían ser 
utilizadas como analisis exploratorios,  que sirvan de 
base para estudios más profundos.

Se estimó la dimensión  de correlación de ambos  
grupos  de estudios  y se realizó un  test  de  hipótesis  
resultando diferencias estadísticamente significativas  
entre  los dos grupos  de  estudios. Se obtuvo  un t = 
3.05, con un p-valor igual a 0.0093.

La integral de correlación estimada con valores 
pequeños sugiere que la dinámica del sistema puede 
ser modelada por un  sistema  determinístico de baja  
dimensión.

La  dinámica  del  atractor  reconstruido  para   una  
feto  promedio  sano  es muy  diferente  al  obtenido  
por  un  feto promedio con patología, es decir; la 
dinámica es mucho más compleja en el feto sano que 
en el feto con patología.

No se trató la influencia de la frecuencia cardíaca 
materna  en la señal fetal, aún cuando  el software de 
captura  del monitor fetal utilizado filtra este ruido, es 
una variable que esta presente.

Los datos  se obtuvieron  el papel  termosensible.  
Esto  aporta  un  nivel  de ruido muy elevado en los 
datos. Actualmente  hay  monitores  fetales que 
digitalizan  y filtran  la señal, permitiendo además  
mayor  tiempo  de  monitoreo, esto  podría mejorar  
los resultados  en estudios futuros.

Se dejo de lado la determinación de otros 
indicadores de complejidad tales como los exponentes 
de Lyapunov, mapas de Poincaré, analisis por  
componentes principales, dimensión de información  
y medidas  de  entropías entre otras.
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RESUMEN

La topología de interconexión  de los sistemas  complejos determina, en buena  medida,  el comportamiento macroscópico  de los mismos.  
Este  hecho hace pensar  que existe algún tipo de red cuya conectividad puede maximizar  o minimizar  el valor de ciertos parámetros de 
orden del sistema.  Para  estudiar esta posibilidad  se modifican las características del grafo de interconexión  de la red mediante  un 
algoritmo  genético que, partiendo de una población inicial de redes de mapas acoplados, crea nuevas redes. En particular, se emplean 
redes de mapas  logarítmicos acoplados con dinámica caótica  de sus elementos  y el parámetro de orden  a minimizar  es una  función que 
involucra  la desviación  estándar y el número de enlaces promedio  de los estados  de los mapas.   Para  implementar el algoritmo  
genético  se creó un  operador  genético que permite  combinar  matrices  de acoplamiento para  obtener  una nueva generación de redes.  
Una  vez que los mejores individuos  de la población  converjan,  se caracterizan  buscando  propiedades  topológicas  comunes.  Como 
resultado  del proceso de optimización  mediante  algoritmo  genético  utilizado  en este  trabajo se obtuvo  que el fenómeno  de 
sincronización  emerge con mayor  facilidad  sobre  una  topología de conectividad  aleatoria  tipo Erdos-Rényi.

Palabras Clave:  Algoritmo  genético, redes de mapas  acoplados, optimización, grafos

ABSTRACT

The  interconnection topology  of complex  systems  determines, in good measure, their  macroscopic  behaviour.   This  fact 
suggests  that there  is some sort  of network connectivity which  can  maximize  or  minimize  the  value  of certain  parameters of 
order  of the  system.  To explore this  possibility,  the  interconnection graph  features of the network  are modified using a genetic 
algorithm  that, starting with  an initial population of coupled maps networks,  creates  new networks. In particular, coupled 
logarithmic  map  networks  with  chaotic  dynamics  of its  elements are used and  the parameter of order to minimize is a function 
that involves the standard deviation  and the average number  of links of the maps states.  To implement the genetic algorithm, a 
genetic  operator  that allows to  combine  coupling  matrixes  is used  to  get  a new generation  of networks.  Once the best  
individuals  of the population converge, they are  characterized looking  for common  topological  properties.   As a  result  of the 
optimization process through  genetic  algorithm  used  in this  work it was obtained that the  synchronization phenomenon  emerges  
with  greater  facility  on a  random Erdos-Rényi topology.

Key Words: Genetic  algorithm,  coupled  map networks,  optimization, graph
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INTRODUCCIÓN

En los últimos tiempos  ha aumentado  el interés 
por estudiar sistemas complejos y en especial la 
relación que existe entre topología y dinámica de 
la red.  Se ha determinado  que la estructura de la 
red  juega un  rol importante  en muchos casos, 
como por ejemplo en redes sociales, ecosistemas, 
redes neuronales, el cerebro, Internet o el Word 
Wide Web.  Para estudiar este tipo de sistemas se 
han construido modelos donde, en general, cada 
nodo de una red sufre un proceso dinámico 
mientras está acoplado a otros nodos. El 
comportamiento  colectivo del sistema depende 
fuertemente  en la eficiencia de los caminos que 
comunican los nodos, la cual está dictada por la 
topología de la red (Fatihcan, M.  2004; Fatihcan, M. 
2006 y  Arenas, A. et al. 2006).

Particularmente, un  gran  número de estudios  
se han  enfocado en la sincronización de redes de 
mapas  acolados, que son modelos de sistemas 
dinámicos donde el tiempo y el espacio 
permanecen discretos y los estádos son continuos.  
Las redes de mapas acoplados fueron introducidas  
simultáneamente por (Kaneko,  R.  Kapral, R. y 
Kuznetsov, S. entre  1983 y 1984).  Sin embargo,  
la mayoría de estos  estudios  se han hecho con 
una conectividad regular, es decir, cuando  las  
unidades están acopladas sobre una red 
cuadriculada a sus vecinos más cercanos o cuando 
están acopladas globalmente. Últimamente se ha  
estudiado  la sincronización con otros tipos de 
topología, como son las redes aleatorias  
(Alvárez, A. et al. 2007), la tipo  mundo  pequeño 
(Barahona y Pecora, 2002; Cosenza, M. y Tucci, K, 
2002; Gómez, J. et al. 2007; Hong, H. et al. 2002), 
árboles (Cosenza, M. y Tucci, K, 2001), fractales 
(Tucci, K. y Cosenza, M., 2004; Mandelbrot, B. 1975; 
Mandelbrot, B. 1982), redes libres de escala 
(Donetti, L. 2008; Sorrentino, F. et al. 2006.), entre 
otras.

En este trabajo se busca determinar las 
propiedades  topológicas de la red que faciliten el 
surgimiento  del fenómeno de sincronización con 
el mínimo número de enlaces posible.

La sincronización es hacer que coincidan en el 
tiempo dos o más fenómenos, en nuestro caso 

hacer que se aproximen en el tiempo los valores 
de los estados  de los nodos de la red  inducidas  
por  el mapa  acoplado.  Para ello,  partiendo   de  
una  población inicial de redes de mapas  caóticos  
acoplados  se utiliza  un  algoritmo  genético para  
crear nuevas redes. Las  redes se evalúan  
mediante una función que involucra la desviación 
estándar de los estados  de los nodos y el número 
de enlaces promedio  de la red. La  desviación 
estándar  es el parámetro de orden que refleja el 
estado de sincronización del sistema. El 
algoritmo genético aplica un operador genético a 
las matrices  de acoplamiento  diseñado para 
hacer evolucionar a la población de redes. El 
proceso se repite tantas veces como sean 
necesario  para  que  la  población converja a la 
estructura buscada.   Por  último se analizarán las 
redes resultantes para encontrar  características 
comunes que reflejen la estructura   de  las  redes  
obtenidas. Para   ello se emplean algunas medidas 
como el coeficiente de agrupamiento; la longitud 
característica; el número de  enlaces promedio,  
máximo  y mínimo de los nodos de cada red; y la 
distribución de grados de la red.

MÉTODO

Para   este  trabajo   usaremos  una  red  de 
mapas  acoplados con acoplamiento  difusivo, 
compuesta  por  N = 5000 nodos, y definida por:

donde, x (t) es el estado  del elemento  i  en el i 

tiempo  discreto  t, I  indexa los nodos con i = 1, 2, 
. . . , N , c representa  el coeficiente de difusión, f 
(x) es un mapa no lineal caótico y representa  la 

dinámica local de cada nodo, ν es el conjunto de i 

nodos vecinos del elemento i cuya cardinalidad  

viene dada por N , por lo que la sumatoria  es i 

sobre todos los elementos j pertenecientes  a la 

vecindad de i. La fuerza de acoplamiento se fijó 
en є = 0.41, de forma tal que los individuos poco 
aptos no llegasen a sincronizarse.

REVISTA CIENTÍFICA UNET/ VOL.21(1):2009.46-55.

Optimización de la conectividad de redes de mapas acoplados…

47



Mij ={1
0

,
,
si j vi

de lo contrario
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σ t =
i=1
N x t (( xi t ((

N
, ( (3

El mapa f(x) que se usa es el logarítmico, 
definido como:

x = f (x ) = b + ln |x | ,  (2)t+1 t t 

Donde, b es el parámetro de control. La 
elección del mapa logarítmico de basa en la 
dificultad de sincronizarlos ya que en la región 
caótica, b є (− 1, 1), no presentan ventanas 
periódicas.

El estado  sincronizado  en el tiempo  t  se 

define como x (t) = x (t) ∀ i, j.  La sincronización i j 

de los elementos  de la red puede ser
Caracterizada mediante  el promedio  temporal 

(σ) de la desviación estándar instantánea de los 
estados del sistema

NDonde X= ∑    xi(t), es el promedio instantáneo  

de los estados de los nodos del sistema.
Para  el proceso de optimización  se define 

como el genotipo  del individuo  a la matriz de 
adyacencia  del grafo, de tamaño N × N, definida 
como

El  tipo  de  grafos utilizados  en  ente  trabajo 
son no dirigidos  y sin bucles  por  lo que la  matriz  
de  adyacencia  debe  cumplir  con M = M y M = 0 ij ji  ii 

respectivamente.
La  optimización  de  la  población  de  las 

redes de mapas acoplados se lleva a cabo 
mediante  un  algoritmo  genético  que  parte con 
una  población  inicial de redes de compuesta   
por: ochenta   redes  aleatorias   con un  grado  de 

¯  vértice promedio 5 ≤ k ≤15 (Erdos, P. y Rényi A, 
1959; Erdos, P. y Rényi, A. 1960; Erdos, P. y Rényi, A. 
1961); cinco redes regulares  de dimensión d = 1, 
2, . . . , 5 y grado de vecindad κ = 1, 2, . . . , 5; cinco 
redes small world con dimensión del sustrato  
inicial d = 1, 2, . . . , 5, grado  de vecindad  inicial κ  
= 1, 2, . . . , 5 y probabilidad   de  reconexión  p  є  
[0, 1] (Watts, D. y Strogatz, S., 1998), cinco redes 

tipo  árbol  con ramificación  r =1, 2, . . . , 10 
(Cosenza y Tucci, 2001)  y cinco redes fractales  
tipo triangulo  de  Sierpinski  de  dimensión              
d  =1, 2, . . . , 5 (Cosenza y Tucci, 2002); para  un 
total  de 100 individuos.  El tamaño de las redes es 
N = 5000 nodos, por lo que el genotipo de cada 

2  6 individuo está compuesto por N = 25 × 10 genes.
Con cada individuo se simula la dinámica de la 
red  de mapas  acoplados  definida  por su matriz 
de adyacencia utilizando el software ISyS, 
Inomogeneus System Simulator (Tucci, K. 
2002). Luego se evalúa el desempeño del 
individuo usando la función objetivo φ y se 
actualizan los criterios de parada del algoritmo 
genético. De no cumplirse  los criterios  de 
parada,  se crea una  nueva  generación  mediante  
la aplicación de operadores genéticos de 
recombinación y mutación a la población actual.  
Esto último se repite hasta  que se cumpla el 
criterio de parada. 

La nueva generación está conformada por: los 
diez mejores individuos, diez individuos 
provenientes  de la mutación  de los diez mejores, 
diez individuos provenientes de la recombinación 
de los diez mejores con diez redes  aleatorias  que  
no sean las  diez peores, treinta y cinco individuos 
que resultan  de la recombinación aleatoria  entre 
los ochenta individuos que no sean lo diez 
mejores ni los diez peores, cinco nuevos 
individuos con red aleatoria,  cinco con red 
regular, cinco con red small world, cinco con red 
tipo árbol y cinco con red fractal.  Los parámetros  
usados para nuevos individuos son los mismos 
que los usados en la creación de la población 
inicial.

Como el tamaño de las redes tipo árbol y 
fractales depende de sus parámetros de 
construcción es necesario ajustar  el algoritmo de 
construcción de la matriz  de adyacencia para  
que esta  represente  un  grafo de tamaño N = 
5000.  Para  ello se trunca  el algoritmo de 
construcción obteniendo  grafos como los que se 
muestran  en la figura 1.

Con el algoritmo genético se plantean dos 
búsquedas minimizando  la función objetivo. La 
primera  utiliza la función objetivo    

           φ = (σ)   (5) 1                           
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si i, j VA

si i, j VB
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    Nótese que esta función no limita el número de  
enlaces  de  la  red  lo que  permite  llegar 
eventualmente a una red globalmente acoplada 
(Cosenza y González, 1998;  Cosenza y Parravano, 
2001; Cosenza y Parravano,1996).
Para evitar el aumento indiscriminado del número 
de enlaces del grafo se plantea una segunda  

 búsqueda utilizando  la función objetivo

φ =(σ) + (k x 10 )1  -5

En la función objetivo Ø el peso del número 2  

promedio de enlaces por nodo k, comienza a ser 
significativo una  vez que el sistema  sincronice, 

es decir cuando (σ) < 10 .-5

La nueva  generación está conformada  en parte  
por individuos resultantes de mutaciones  y 
recombinaciones  hechas  sobre  individuos de la 
población precedente.  El operador de 
recombinación,  que actúa  sobre dos individuos 
representados  por sus respectivas matrices  de 
adyacencia  A y B  crea un nuevo individuo C . 
Para  ello el operador crea el conjunto V con N/2 A  

nodos del padre A seleccionados aleatoriamente y 
otro conjunto  VB    

V con los N/2 restantes.  De esta forma se tiene que b

 
 V       V   =ø  y V      V   = 1,2,...N.A  B A  B

matriz  de adyacencia  C  del hijo de A y B se 
define en dos pasos, en el primero  se establecen  
los enlaces definidos por uno de los padres, es 
decir cuando I, j є V con M = A o B, comoM  

El segundo asigna los enlaces que conectan a los 

nodos de V con los de V , es decir cuando  i ∈ V y j ∈/ A B M   

V , de forma tal que C = A o C = B con igual M ij ij  ij  ij  

probabilidad.  La figura 2 muestra un ejemplo de 
recombinación usando este operador.

Por último, para evitar  que el algoritmo genético 
quede  atrapado en  un  mínimo local, el 5% de los 
individuos que provienen del operador  de 
recombinación  sufre una mutación.  A los individuos  
elegidos se les muta el 1% de sus genes, seleccionados 
de forma aleatoria,  cambiando  su estado; es decir, 
que se añade un enlace entre dos nodos  desconectados 
o se elimina un enlace entre nodos conectados. Este 
cambio se representaen la matriz  de adyacencia  
sustituyendo un 0 por un 1 o un 1 por un 0 

respectivamente.Esta  mutación  no aplica a los 
elementos  en la diagonal  de la matriz  de adyacencia,  
M y como la matriz  de adyacencia es simétrica al ii   

mutar a la componente M también se muta la ij 

componente  M . ji 

Con este conjunto de parámetros y condiciones, el 
algorítmo  genético  converge antes de las 100 
generaciones.  Con el fin de caracterizar la topología 
de los mejores grafos (Costa y Rodríguez, 2007), a los 
10 mejores individuos de la última gene ración se les 
medirán el coeficiente de agrupamiento, la longitud  
característica y el grado de sus vértices.

El coeficiente de agrupamiento caracteriza la 
presencia de ciclos simples de orden tres y se define 
como

Figura 1.  a) Red de  30  nodos con  una estructura de árbol  3 regular. b)Red de
25  nodos en  una estructura fractal de triángulo  de  Sierpinsky de  dos dimensiones.
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donde, el número de ciclos simples de grado tres dentro  
de la red, N , viene dado por∆ 

Por su parte, el tripel contexto N3 es un grupode tres 
vértices donde hay un vértice central que se conecta  a 
los otros  dos directamente por medio de un enlace y se 
define como

En ambos casos las sumatorias  son sobre el conjunto 
de vértices diferentes i, j y k.

La longitud característica es el promedio de la 
longitud de los caminos mas cortos entre todos los 
posibles pares de vértices y se define como

donde, d el la longitud del camino mas corto que ij 

conecta a los vértices i y j.
Por su parte,  el grado de un vértice i, k , es el número i 

de enlaces incidentes  a i. El número de  enlaces  que  
posee el vértice de mayor  grado dentro  de un grafo se 
denomina k y el número de enlaces que posee el max  

vértice de menor grado en toda la red se denomina k .  min 

El promedio  de los grados de todos los vértices viene 
dado por

La distribución de grado, P (k), indica la fracción de 

vértices de una red con grado k. Dependiendo del tipo 
de red la distribución puede ser de Poisson, 
exponencial, función delta y ley de potencias  entre 
otros.

RESULTADOS

En la figura 3, se muestra  el progreso generacional 
del mejor individuo y de la media de los diez mejores 

Figura 2.  Proceso de  recombinación.  En primer lugar se  seleccionan las  filas  que cada  padre 
heredaría   al hijo, en  este caso  el padre 1 hereda las  filas  a, c y d; mientras el  padre 2 las  filas

  b, e y f .  Tenemos dentro de  cuadros grises los  vértices  que pasan directamente al  hijo. Del  resto de
  los  elemento los que son comunes en  ambos padres también  se  copian y finalmente cada uno de  los  

no comunes  se  asignan  copiando al azar a uno de los  padres.
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individuos utilizando  la funcion objetivo φ = (σ). En 
ella se observa una rápida tendencia a la convergencia 
tanto del mejor individuo como de la media de los diez 
primeros. La desviación estándar del mejor individuo 
converge en la generación 26, a partir de este punto se 
puede decir que el promedio de la desviación estándar  

− 8instantánea del mejor individuo es (σ)10 , con 
1 

oscilaciones alrededor de este valor . Por su parte  la 
media de la desviación estandar  promedio de los diez 

− 3 mejores individuos se mantiene  acotada (σ10)<10 a 
partir de la generación 25. 

En la figura 4, también se muestra  el progreso  
generacional,  pero  esta  vez  utilizando  la  función  

− 5   de  evaluación  φ =  (σ) +(k+10 ) . En este caso la 2    

convergencia es más rápida  que en el caso anterior.   
La función de evaluación del mejor individuo  

−4  
converge en la generación 13 a φ ≈ 10 , igual  que, en 2

el caso anterior  se observan oscilaciones alrededor de 
este valor. Del mismo modo, la media de los diez 

−2 mejores converge a 10 .
En  la  figura  5,  podemos  ver  los valores de 

longitud característica y el coeficiente de 
agrupamiento de las diez mejores redes 
resultantes  al aplicar la primera función objetivo, 
φ . Se puede apreciar que para las 10 redes los 1 

valores del coeficiente de  agrupamiento es C << 1 
y también la  longitud característica es l << N .

Figura 3.  Progreso generacional de  la función de  

evaluación φ = (σ) del individuo más  apto y de  la  
media de  los diez  primeros. En  un cuadro más 
pequeño  se  muestra el comportamiento de la  
función de  evaluación en  el área  de convergencia.

Figura 4.  Progreso generacional de  la función de  
−5evaluación  f = σ +( k∆10 ) del  individuo más  apto 2 

y de  la  media de los  diez primeros.  En  un cuadro 
más pequeño  se  muestra el comportamiento de  la  
función de  evaluación  en  el área  de convergencia.

Las medidas del coeficiente de agrupamiento 
y la longitud características de las 10 mejores 
redes resultantes de la aplicación de la función 
objetivo φ se muestran  en la figura 6. Al igual que 2 

en el caso anterior  se tiene que C << 1 y l << N .
En  ambos  experimentos  todas  las  redes resultantes   
son  conexas.  En  las  10 mejores redes  usando  φ el 1   

rango  de valores  de k  Є [2,4] y k  Є [29,34]. La min max

figura 7 muestra  la distribución de grados de los 
vértices de las 10 mejores redes obtenidas  al usar  la 
función objetivo φ1 .

Figura 5.  Valores de  a) longitud característica  y b) 
coeficiente de agrupamiento de  las  diez mejores 
redes resultantes para el primer experimento 
utilizando la  función objetivo φ  = (σ).1 

1
El valor de (σ) es levemente mayor que cero debido a errores numéricos. 
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Figura 7.  Distribución  de  grado de  las  redes resultantes  del  algoritmo genético  para φ = (σ). Cada 1 

distribución tiene un ajuste de  Poisson. En la  esquina inferior derecha tenemos los  valores de  los  
parámetros   del  a juste y la  comparación del  parámetro  r del ajustes con el k tomado 

directamente de la red.
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−5 
 Figura 8. Distribución de grado de las redes resultantes del algoritmo genético para φ = (σ) + k × 10 . 2 

Cada distribución  tiene un a juste de  Poisson. En  la  esquina inferior derecha tenemos los  valores
 de  los  parámetros  del  ajuste y la  comparación del  parámetro  r del 

 ajuste con  el de  k tomado directamente  de  la  red.
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Nótese  que en las redes resultantes la distribución  de 
grados de los vértices se ajusta  a una distribución de 
Poisson.  La figura también muestra como los valores 
del parámetro r  de la distribución de Poisson se 

 
ajustan con los valores de ktomados directamente de la 
red.

Al usar  la  segunda  funcion  objetivo,  φ  se tiene 2  

k  Є [2,4] y k  Є [28,31].min max

La figura 8, muestra  que para  el segundo 
experimento,  la distribución de grados  de los 
vértices también se ajusta  a una distribución de 
Poisson y los valores del parámetro r se ajustan 
con los valores de k. 

DISCUSIÓN  DE  RESULTADOS

El hecho de que las mejores redes que se obtienen 
al aplicar el algoritmo genético tengan longitud  
característica l pequeña, coeficiente de agrupamiento 
pequeño y una distribución de grados de los vértices 
que se ajusta a una  distribución Poisson hace pensar  
que entre  el conjunto  de posibles redes complejas:  
Aleatorias,  tipo Small World,  libres de escala, etc.;  y 
no complejas:  regulares,  tipo árbol, fractales,  etc.; 
son las redes aleatorias tipo Erdos Rényi las que 
permiten  que surja el fenómeno de sincronización con 
más facilidad.  Esto por lo menos para el conjunto de 
parámetros  utilizados en este trabajo.

En cuanto  a la restricción que se introdujo a la 

función objetivo φ , para evitar el crecimiento  2

indiscriminado  del grado  de los vértices,  se observa  
que a pesar  que de hay un efecto en el nivel de 
sincronización que se obtiene en la red, no afecta 
sensiblemente las características topológicas que se 
midieron en este trabajo.

CONCLUSIONES

El proceso de optimización mediante algoritmo 
genético  utilizado  en este trabajo  dió como resultado  
redes cuya topología  permite el fenómeno de 
sincronización en redes de mapas acoplados con más 
facilidad.

Con el conjunto de parámetros  usados el estudio  
de las redes resultantes, por  medio de la longitud 
característica, el coeficiente de agrupamiento y la 
distribución  de grado  de los vértices de cada red, las 
caracterizó claramente como redes aleatorias del 

modelo de Erdos-Rényi.
El uso de diferentes funciones objetivo altera 

 
ligeramente el valor de k pero no el tipo de red 
resultante.

La  investigación   hecha   en  este   trabajo  puede   
ser  enfocada  en  otras  direcciones. Usando el mismo 
modelo de algoritmos genéticos se puede buscar  las 
características topológicas de las redes que 
maximicen o minimicen otras propiedades colectivas 
emergentes como por ejemplo la formación de 
dominios, la separación de fases, el surgimiento de 
turbulencia, entre otras. También es posible utilizar  
otros caracterizadores de la topología de los grafos 
además de la longitud característica, el coeficiente de 
agrupamiento y la distribución de los grados de los 
vértices; como por ejemplo la vulnerabilidad, el grado 
de bipartividad, la dimensionalidad  fractal, entre 
otros.
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EFECTO DE LA  DENSIDAD DE VEHÍCULOS  DE TRANSPORTE PÚBLICO 
EN LA  FLUIDEZ DEL TRÁFICO: UN MODELO AUTÓMATA CELULAR

(Effect of the density of public transportation  vehicles in  traffic flow:  a cellular Automata 
model)
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RESUMEN

El transporte de personas  y bienes de un sitio a otro  dentro  de cualquier  centro urbano  está relacionado  principalmente  con  la  
actividad económica,  lo cual  hace que su estudio  tenga  una  gran  importancia para  el mejor  desenvolvimiento de las actividades 
generadas  en el medio urbano.  Con la introducción de un modelo basado en autómatas celulares  se demuestra que,  en un  tramo  de una  
cierta  vía  urbana, la densidad  de trafico tiende  a aumentar en la medida  en que se incrementan las unidades  de transporte público 
colectivo que circulan  en esa vía.

Palabras Clave:  Densidad  de tráfico,  autómatas celulares.

ABSTRACT

Goods and  public  transportation from one place to  another  in any  urban  space is mainly  related  to economic activity, which makes  it  
an important study  for the best development of all activities  there.  Using a cellular automata model it has been shown that in a section of 
any urban  road the traffic density increases whenever more public transportation passes through  it.

Key Words:  Traffic density,  cellular  automata
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INTRODUCCIÓN

Los estudios de transporte y vialidad  tienen 
una gran importancia  para  el desarrollo urbano  
local de una ciudad. Estos estudios se caracterizan  
por el análisis de la estructura y el funcionamiento  
de los sistemas  de vialidad y las modalidades de 
transporte con el fin de determinar y caracterizar 
los principales problemas que afectan el 
desenvolvimiento normal de las actividades 
propias del medio urbano,  para así poder llegar a 
la proposición de soluciones factibles y que no 
requieran  de un  largo tiempo  para  llevarse a 
cabo (MINDUR, 1981).

Actualmente, existe una mayor demanda de  
transporte  público  debido  al  incremento de la 
población  y la multiplicidad  de rutas  y viajes 
que realiza esta población para desplazarse,  
hecho que genera un  desequilibrio entre el 
aumento  de rutas  y medios de transporte y la  
necesidad  de  mejoramiento del sistema vial, tal 
desequilibrio se ha transformado  en problemas  
para  la población en las ciudades, ya que al 
producirse congestiones, éstas  a  su  vez  generan  
contaminación y pérdidas de tiempo que, en cierto 
modo, tienen  que ver con pérdidas económicas 
(Agenda Hábitat España, 1997). Parte de los 
estudios llevados a cabo para proponer soluciones 
a estos problemas están relacionados con el 
modelado de flujo de tráfico vehícular. Este  
modelado  se puede  basar,  ya  sea en teorías  con 
enfoque macroscópico,  como la teoría  de gases y 
dinámica  de fluidos, o en  teorías con  enfoque  
microscópico,  como las  desarrolladas  sobre  
autómatas  celulares (Ramírez, M. 2004).

Los modelos que  utilizan  autómatas celulares  
para  modelar  flujo de trafico  tienen la ventaja  
de poder utilizarse eficientemente en la 
simulación  por computadora debido a que 
manejan una dinámica que evoluciona en pasos 
discretos. Un autómata celular consiste en una 
estructura de celdas en un espacio dado, en un 
conjunto de variables que definen el estado de la 
celda y en un conjunto  finito de reglas que 
especifican cómo evolucionan  los estados de las 
celdas (Wolfram, S.  1986).

En este artículo se presenta  un modelo tipo 
autómata celular para el estudio de tráfico. 

Específicamente, investigamos el efecto de la 
densidad de vehículos de transporte público y de 
vehículos  particulares   en la fluidez del tráfico 
en una vía unidireccional.

MÉTODO

El  modelo que  se plantea  representa  un 
tramo de una vía  local urbana  unidireccional con 
un  solo canal  de circulación. La representación 
del tramo se hace por medio de una matriz de 
tamaño Lx3, donde L corresponde a la longitud 
del tramo, expresado en número de celdas. En este 
trabajo  fijaremos L = 40. Cada  elemento de la 
matriz,  que representa una celda, puede tomar los 
siguientes valores:

0 Espacio vacío.
1 Vehículo particular.
2 Autobús.
3 Acera.
4,5,6  Parada de autobús.

Figura 1.  Ilustración del  movimiento de los  
vehículos

Los  vehículos particulares  y  colectivos públicos  
(autobuses) solo pueden  avanzar  si la celda próxima a 
ellos está desocupada, realizando cada autobús sus 
respectivas paradas en los espacios  asignados,  donde  
el tiempo que tardan  en hacer el montaje y desmontaje 
de pasajeros  es aleatorio.  La figura 1 y la figura 2, 
ilustran la transmisión entre los estados de las celdas.

El modelo permite variar el porcentaje de celdas  
ocupadas  por  vehículos o autobuses con  respecto  a  
celdas de espacios  vacíos y el porcentaje de autobuses 
que circulan respecto a vehículos particulares. 

El porcentaje total  de celdas ocupadas se define en 
este caso como el valor probabilístico de ocupación 
vehicular G , donde n representa la fracción de n

espacios ocupados por vehículos (colectivos o 
particulares) circulantes  con respecto al número            
de espacios vacíos. Esta  cantidad se expresa          
como

57

REVISTA CIENTÍFICA UNET/ VOL. 21(1):2009.56-59.

Efecto de la densidad de vehículos de transporte público…



=
E S

L
( (3

Pm =
10

100, = 1, 2, 3,..., 10. ( (2
m

m

El porcentaje total de celdas ocupadas por 
vehículos  de transporte público  se define en este caso 
como el valor probabilístico de ocupación  vehicular  
de transporte público  P , donde m representa la m 

fracción de vehículos de transporte público 
circulantes  con respecto al número de vehículos 
particulares. Esta cantidad  se expresa como

El algoritmo utilizado es el siguiente:
1.  Creación de la avenida.
2.  Creación  de vehículos  y autobuses  en la primera  

fila. 
3.  Movimiento de vehículos y autobuses.
4.  Conteo de tráfico.

El tiempo y el espacio para el avance de los 
vehículos y autobuses son discretos. El conteo del 
trafico se hace llevando el control  de los vehículos y 
autobuses  que entran  y salen del tramo  de la vía en 
estudio,  y esto  permite calcular  la densidad  de 
trafico ϕ, que es el número de vehículos o autobuses  

que hay en un  tramo  de vía,  y en este  caso se expresa 
 

como  

donde E es el número de vehículos particulares y 
autobuses que entran, S es el número de vehículos 
particulares  y autobuses  que salen, y L es la longitud 
del tramo  de vía.

RESULTADOS

Tomando en cuenta  que el tiempo que los 
autobuses  tardan  en hacer las paradas  es aleatorio,  
se hicieron varias  pruebas,  dejando fijo G para  cada  n  

valor de n y variando m en P  para cada prueba. Luego m 

se obtuvieron promedios de los distintos valores 
densidad de tráfico con respecto a cada valor de P . En m 

la figura 1, se puede  apreciar  cómo varía la densidad  
de tráfico ϕ a medida que incrementa  el valor 

probabilístico de ocupación vehicular de transporte 
público P para distintos valores probabilísticos  de m, 

ocupación G .n 

DISCUSIÓN  DE  LOS  RESULTADOS

Distintos valores de G corresponden a valores de n 

densidad de trafico muy cercanos que incluso en 
algunos  casos coinciden.  Esto  se aprecia en la figura 
1 cuando n tiene valores altos (n=7 y n=10) y cuando n 
y tiene valores bajos (n=1y n=3). El otro valor 
probabilístico de ocupación vehicular (n=5) difiere de 
los demás casos, ya que, al aumentar el valor 
probabilístico de ocupación vehicular de transporte 

Márquez, J.

Figura 2.  Representación de  la  evolución temporal de  un
 fragmento de  la  matriz que representa el tramo de  la  vía urbana
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probabilístico de ocupación vehicular de transporte 
público, los valores de densidad de trafico no se 
superponen, y los errores obtenidos debido al 
promedio de las densidades de trafico de las distintas 
pruebas  son mayores.

A excepción de los valores probabilísticos de 
ocupacion bajos como en n = 1, para  el cual no se 
presentan  cambios, la densidad de tráfico para el resto 
de los valores de n, tiende a aumentar en la medida en 
que se incrementa el porcentaje  de autobuses  con 
respecto a vehículos particulares. 

Figura 3.  Variación de  la  densidad de tráfico  
debido al aumento del porcentaje de

  circulación  de  autobuses.  G con  n = 1, 3, 5, 7, n 

10 representan las  variaciones
 para diferentes cantidades de  vehículos  o 

autobuses que circulan en  relación a espacios 
vacíos.

CONCLUSIONES

Con un modelo basado  en autómatas celulares 
hemos estudiado  el flujo de trafico en un tramo de una  
vía urbana unidireccional. Nuestros resultados  
muestran  que la densidad de trafico tiende  a aumentar 
con el incremento de unidades de transporte colectivo 
(autobuses). En el modelo planteado,  el tiempo de 
parada de los autobuses para el montaje y desmontaje 
de pasajeros es aleatorio y, debido a esto, se generan 
conflictos de fluidez y de desplazamiento  vehicular. 
Por lo tanto, cabe suponer  que un  control  del tiempo  
de parada  y del porcentaje  de autobuses  respecto a 
vehículos particulares pueden contribuir a generar una 

mayor fluidez en el trafico urbano.
Los modelos que utilizan autómatas celulares  

constituyen herramientas computacionalmente  
eficientes a la hora de realizar estudios y diagnósticos 
relacionados con la problemática vial y de transporte 
público de pasajeros, ya que permiten plantear   
respuestas y soluciones a problemas relacionados con 
tráfico vehicular.
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EMERGENCIA DE REDES DE PEQUEÑO MUNDO EN SISTEMAS COEVOLUTIVOS
 DE MAPAS CAÓTICOS ACOPLADOS

(Emergence of small-world networks in  coevolving systems of coupled chaotic maps)

1 1
Chipía, M.; Cosenza, M.

1 
Centro de Física Fundamental, Universidad de los Andes, Mérida, Venezuela.

Correo electrónico:  ajejachipia@gmail.com

RESUMEN

Se investiga un modelo de mapas caóticos acoplados donde la estructura de conectividad  depende  de los estados de los mapas.  Las 
propiedades  topológicas  de la red de conectividad se cuantifican  mediante el coeficiente de agrupamiento y la distribución de 
probabilidad de las conexiones. Partiendo de diferentes  tipos de redes de conectividad  iniciales,  las conexiones entre los mapas  son 
recableadas  en busca  de una  sincronización  en el sistema.  Se encuentra que, independientemente de la red inicial, existe un valor criticó 
de la intensidad de acoplamiento entre los mapas  por encima  del cual  el sistema  alcanza  una  estructura de red  de pequeño  mundo.  Este  
mecanismo  podría explicar  el origen de muchas  redes  de pequeño mundo  en la naturaleza.

Palabras Clave: Mapas caóticos.  Sincronización., redes de pequeño mundo, coevolución.

ABSTRACT

We investigate a model of coupled chaotic  maps where the connectivity structure depends  on the  states of the  maps.  The  topological  
properties  of the  network  are quantified  through  the clustering  coefficent and the  probability distribution of connections.  Starting 
from different types of networks, the conections between the maps are rewired in search of synchronization in the system. It is found that, 
independently of the  initial  network, there  exists  a critical  value  of the  parameter describing  the coupling between the maps above 
which the system  reahes a small world  structure. This mechanism  may explain the origen of many small-world  networks  in Nature.

Key Words:  Chaotic  maps,  synchronization, small-world  networks, coevolution.
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INTRODUCCIÓN

Es bien conocido que las redes de pequeño mundo  
(Watts y Strogatz, 1998) pueden  describir  
propiedades  de  conectividad  de  muchos sistemas 
naturales  y artificiales. Una red de  pequeño  mundo  
posee una  longitud  característica entre  nodos 
pequeña y un coeficiente de agrupamiento grande.  En 
particular, se ha encontrado  que una gran variedad de 
sistemas  complejos, tales como las redes neuronales,  
cadenas  de reacciones enzimáticas, propagación de 
epidemias, la world wide web, redes sociales, entre 
otras, son bien modelados mediante  una estructura de 
pequeño mundo.  Entre  otras  propiedades,  se ha  
demostrado  que  las redes  de pequeño  mundo 
optimizan  la transmisión  de información en los 
sistemas (Newman  et  al. 2006).

La  pregunta   fundamental  que  ha  intrigado  a  
los investigadores  durante   los  últimos años  es ¿cual  
es el mecanismo  que da origen  a  una  estructura  de  
pequeño  mundo en un sistema? (Zimmermann,  et al. 
2004, Holme y Newman 2006). En este artículo 
exploramos   un   modelo   propuesto  recientemente   
(Gong y Leeuwen, 2004) como un posible mecanismo 
para la emergencia de una red de pequeño mundo en un 
sistema de mapas caóticos. Mostramos como la 
búsqueda de sincronización entre  los elementos  de un  
sistema conduce a una topología de conectividad  con 
propiedades  de pequeño mundo. Específicamente 
demostramos  que la evolución hacia una  red de 
pequeño mundo  basada  en esta dinámica  es un 
proceso robusto,  es decir, es independiente  de la 
estructura de la red inicial que forman los elementos 
caóticos interactivos.

MODELO

Consideramos  un  sistema  de N  mapas  

acoplados de  la forma (Gong y Leeuwen, 2004)

i
donde  x    es el estado  del elemento  i  (i  =1, . . . , N)  n

en  el  instante   de  tiempo  discreto  n;  ν    es  el i

conjunto  de  vecinos  acoplados directamente  con i en 
ese instante y N  es la cardinalidad  de ese conjunto.  La i

conexión  se supone bi-direccional.  El parámetro 6  
mide  la  intensidad del acoplamiento   entre  los  
elementos  y  f (x)  es  el  mapa  que describe  la  
dinámica  local caótica.  En  este trabajo   asumiremos  

un  mapa  logarítmico f (x) = b+ln |x|, x ∈ (−∞, ∞), como 

dinámica local. Este  mapa  presenta  caos robusto, sin  
ventanas  periódicas  ni  bandas  caóticas separadas,  

en el intervalo  de parámetro b ∈ [−1, 1] (Kawabe y 
Kondo, 1991). En lo que sigue, emplearemos el valor 
fijo b = −0,70 para este mapa local en la ecuación (1). 
El tamaño del sistema  que utilizamos  es N  = 300 y el 
número de conexiones totales entre  los elementos del 
sistema se ha fijado en Lc  = 5200.

La coherencia d (n)  entre  el mapa  i y el mapa j ij

se define como
d  (n) =| xi− xj|  (2)ij

La cantidad  d  (n)  mide el grado de sincronización ij

entre los elementos i y j.
Supondremos una dinámica coevolutiva entre los 

estados de los elementos y las conexiones entre ellos. 
Es decir, los estados de los elementos cambian  en el 
tiempo  de acuerdo con la ecuación (1),  mientras  que 
las conexiones o acoplamientos entre los elementos se 
modifican según una relación entre esos estados, de 
manera  que la estructura de conectividad  del sistema 
también evoluciona en el tiempo.

La dinámica  de reconexión o recableado que 
permite la coevolución del sistema se describe 
mediante  siguiente algoritmo,
1)  Partir de una distribución  inicial aleatoria uniforme 

i
de los estados de los ele-mentos x ∈ [−∞ , ∞] y de una 0

red de conectividad  inicial entre ellos.

2)  Se elige un elemento i. 

3)  Se elige un  elemento  j   ∈ ν   tal  que1 i

4)  Se elige un  elemento  j   ∈/ ν , tal  que 2 i

5)  Si mın[d  (n)]  < max[d  (n)],  entonces se cambian  ij2 ij1

las conexiones tal  que j  ∈ ν  y j  ∈/ ν  .2 i 1 i

6)  Regrese a 2) y repita  hasta  que n = T, donde  T  es 
un  número escogido suficientemente  grande.

Hemos  ejecutado   el  algoritmo   anterior para 
distintos tipos de redes de conectividad inicial: una red 
aleatoria,  una red unidimensional regular y una red de 
pequeño mundo. Para caracterizar las propiedades 
topológicas de la red emergente en este sistema en el 
tiempo, calculamos las siguientes cantidades:
1) El coeficiente  de agrupamiento C  para cada i 

elemento i, el cual está dado por el cociente  entre  las  
conexiones  existentes E  entre sus ν vecinos y el i i 

número total de posibles  conexiones  entre  estos,  el  
cual  es N  (N − 1)/2  (Davidsen et  al. 2002).i i 
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Entonces, el coeficiente  de agrupamiento C  de la 
red se define como el promedio de los coeficientes de  
agrupamiento de todos los nodos, 

en otras  palabras,  el coeficiente de agrupa miento 
indica la fracción media de los vecinos ν  del nodo i que i

son vecinos entre sí.

2) La longitud  característica  de la red, la cual se 

define como el promedio  de las distancias  más cortas  

entre  todos  los pares  de elementos de la red. El 

promedio de estas distancias  al elemento i es:

donde  l (i, j) representa  la distancia  mas corta entre mın

el elemento i y el elemento j. En consecuencia, la 
longitud característica de la red es promediada  para 
todos los elementos i. 

                                                              

RESULTADOS

En la figura 1 se muestra  el coeficiente de 
agrupamiento C en función del tiempo para una  red 
inicial aleatoria,  con distintos  valores del parámetro 
de acoplamiento . Los valores de C son pequeños al Є
comienzo, como corresponde a una red aleatoria,  y 
luego aumentan  hasta  alcanzar  un valor estadística- 
mente estacionario que depende de . Se encuentran  Є
valores de C altos  en un intervalo del parámetro de  
acoplamiento  que  corresponden a valores típicos de 
redes de pequeño mundo. Hemos verificado que la 
longitud característica disminuye  drásticamente en las 
primeras  1000 iteraciones  y se mantiene pequeña en 
el tiempo, como corresponde a una red de pequeño 
mundo.

De  la  figura  1 se desprende  que  existe una  
dependencia  de C  con el parámetro de acoplamiento  
Є Є. En particular, para   > 0,5, los indicadores  C  y lc   
alcanzan  valores  característicos de una estructura de 
pequeño mundo.  Para  ver  la  dependencia  de C  con 
el parámetro de acoplamiento,  dejamos estabilizar  el 
sistema  de manera  que C  alcance un  estado  
estadísticamente estacionario, en el cual las 
fluctuaciones  de C en tiempo sean suficientemente 
pequeñas. Entonces calculamos el valor promedio de 
C en el estado estacionario  asintotico, el cual 
denominamos Cm.

Figura 1.  Coeficiente de  agrupamiento C en  
función del  tiempo n para una red inicial 

aleatoria, para distintos valores del  acopamiento, 
indicados.

En  la figura 2 se muestra el comportamiento  de Cm  
en función de  para  una red inicial aleatoria. Se Є
observa una transición en el valor del coeficiente Cm  

para un valor crítico de  ≈ 0,4. Para  < 0,4, C  tiene un Є Є
valor muy  pequeño,  mientras  que por encima de ese 
valor de , el coeficiente C comienza  a crecer hasta  Є
alcanzar valores grandes, característicos de estructuras 
de tipo pequeño mundo  para    > 0,6. Para  corroborar  Є
esto, calculamos  la  distribución   de  probabilidad del 
número  de vecinos en la red p(ν), como se muestra  en 
la  figura  3. La  distribución p(ν) es de tipo gaussiana 
centrada  alrededor de un valor medio del número de 
vecinos, lo cual es una  propiedad  característica de una 
red de pequeño mundo.

Figura 2.  Coeficiente de  agrupamiento promedio 
Cm   en  función del  parámetro de acoplamiento, 
para una red inicial aleatoria. El  número  total de  
iteraciones es  T = 200000 y el promedio se realizó 
sobre las  últimas  1000 iteraciones. Las  barras de  
error corresponden a la desviación estándar  en  
cada punto.
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Hemos calculado el coeficiente de agrupamiento 
C en función del tiempo para una red inicial 
unidimensional  regular, para distintos valores del 
acoplamiento  6, como se muestra en la figura  4.

Similarmente, calculamos el coeficiente de 
agrupamiento C en función del tiempo para una red 
inicial de tipo pequeño mundo, para distintos  valores 
del acoplamiento  6, como se muestra  en la figura 5.

Figura 3.  Distribución  de  probabilidad p de  
vecinos para una red inicial aleatoria, para 

distintos  valores de, indicados. El número  de  
iteraciones es  T = 200000 y el promedio se  

realizó sobre las  últimas 1000 iteraciones. Las  
barras de  error corresponden a la  desviación 

estándar  en cada punto.

                                                                  

Figura 4.  Coeficiente de  agrupamiento C versus 
tiempo n, para una red inicial regular 

unidimensional, para distintos valores de, 
indicados. El  número  de conexiones iniciales es  

constante, ν  = 16, ∀i,  con  8 conexiones en  cada i

lado.

Nótese que, tanto  para  la red unidimensional 
regular  y la red  de pequeño  mundo, los valores de C 
inicialmente son altos, como corresponde a esta  redes, 
pero rápidamente decaen hasta valores característicos 
de redes aleatorias. Posteriormente, para un cierto 
rango de valores del acoplamiento,  los valores de C 
alcanzan de nuevo valores típicos de una red de 
pequeño mundo. Esto indica que la evolución de la red 
de conectividad  hacia una  red de pequeño mundo  
debe pasar  primero por una estructura de red aleatoria 
antes de convertirse una estructura de pequeño mundo. 
Este camino evolutivo de la topología de la red es 
consecuencia de la dinámica  de recableado  basada  en 
la búsqueda sincronizacion que presenta  este modelo.

Figura 5.  Coeficiente de  agrupamiento C 
versus tiempo n para una red inicial de pequeño  

mundo, para distintos valores de  indicados.

CONCLUSIONES

En  conclusión,  la  principal  contribución de              
este trabajo consiste  en  demostrar  que, 
independientemente de la red  de conectividad inicial 
subyacente, un sistema constituido por elementos 
caóticos interactivos  evoluciona hacia una estructura 
de pequeño mundo, mientras que los estados de los 
elementos se auto-organizan conjuntamente con la red. 
Este es un fenómeno de coevolución de topología y 
dinámica,  el cual se observa  en una variedad  de 
sistemas  complejos en la naturaleza, como en las redes 
neuronales. Estructura  y dinámica,  por  lo tanto, 
contribuyen a la flexibilidad y a la variabilidad,  que 
son propiedades  ubicuas en sistemas  complejos. La 
conectividad  de la red y la dinámica  de los elementos 
coevolucionan para alcanzar un incremento en la 
eficiencia de la propagación de información en el 
sistema.
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El mecanismo que permite  la emergencia de una  
red  de pequeño mundo  en un  sistema coevolutivo 
sujeto al algoritmo aquí descrito,  es la condición de 
acoplamiento  entre elementos que tienen valores de 
estado cercanos. En otras  palabras,  la búsqueda de 
sincronización entre los elementos de un sistema 
conduce a una estructura de conectividad  de tipo 
pequeño mundo. Este mecanismo podría explicar el 
origen de muchas  de las redes de pequeño mundo que 
se han descubierto.
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